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ВВЕДЕНИЕ 

 

Цель методических указаний – оказать помощь студентам в освоении курса 

«Инженерная и компьютерная графика». 

Данные методические указания направлены на формирование у студентов 

пространственного воображения, навыков работы с чертежами, графического 

отображения объектов в виде чертежей, выполненных вручную и при помощи 

компьютерной техники. 

Перед началом курса целесообразно ознакомиться со структурой дисциплины на 

основании программы, а также с последовательностью изучения тем и их объемом. С 

целью оптимальной самоорганизации необходимо сопоставить эту информацию с 

графиком занятий и выявить наиболее затратные по времени и объему темы, чтобы 

заранее определить для себя периоды объемных заданий. 

 

 

1. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 

Цель освоения дисциплины  

- формирование у студентов пространственного воображения, навыков работы с 

чертежами, графического отображения объектов в виде чертежей, выполненных вручную 

и при помощи компьютерной техники; 

- изучение основных правил выполнения и нормы оформления чертежей, 

графических методов геометрических построений при помощи средств компьютерной 

графики; 

- приобретение студентами умений и навыков, необходимых для изложения 

технических идей с помощью чертежа, а также понимания по чертежу принципа действия 

изображаемого технического изделия; 

- формирование способности к разработке проектной и рабочей технической 

документации, оформлению законченных проектно-конструкторских работ в 

соответствии с нормами и стандартами. 

В результате освоения данной дисциплины формируются следующие компетенции 

у обучающегося: 

УК-1.2: Обладает навыками применения системного подход а для решения 

поставленных задач; 

УК-2.1: Определяет круг задач в рамках поставленной цели, определяет связи 

между ними. 

Самостоятельная работа по дисциплине «Инженерная и компьютерной графики» 

выполняется с целью получения и закрепления знаний, приобретенных при изучении 

теоретического материала. 

 

2. КОНТРОЛЬНЫЕ ТОЧКИ И ВИДЫ ОТЧЕТНОСТИ ПО НИМ 

Контроль качества и сроков изучение тем лекций выполняется в соответствии с 

учебным графиком. Оформляется в виде конспектирования текста.  

Контроль качества и сроков выполнения практических заданий осуществляется в 

соответствии с учебным графиком. Оформляется в соответствии с заданием. 

Контроль качества сдачи доклада осуществляется в соответствии с учебным 

графиком. Оформляется в соответствии с заданием. 

Успеваемость студентов по каждой дисциплине оценивается в ходе текущего 

контроля и промежуточной аттестации.  
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3. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ИЗУЧЕНИЮ ТЕОРЕТИЧЕСКОГО 

МАТЕРИАЛА 

Изучение любого раздела или темы следует начинать с ознакомления с вопросами 

плана изучения темы. Теоретический материал представляет собой конспект лекций, 

содержащий необходимый набор утверждений и формул (без детальных подробностей), 

но с подробным обоснованием их использования при решении конкретных экономических 

задач. При изучении материала необходимо помимо лекционных материалов 

использовать рекомендуемую основную и дополнительную литературу для лучшего 

усвоения материала. 

Осваивать теорию следует в соответствии с той последовательностью, которая 

представлена в плане лекции. Методика работы с литературой предусматривает ведение 

записи прочитанного в виде плана - конспекта, опорного конспекта. Это позволит сделать 

знания системными, зафиксировать и закрепить их в памяти. 

Для успешного освоения дисциплины, необходимо самостоятельно детально 

изучить представленные темы по рекомендуемым источникам информации. При 

подготовке к занятиям следует руководствоваться указаниями и рекомендациями 

преподавателя, использовать основную литературу из представленного им списка. Для 

наиболее глубокого освоения дисциплины рекомендуется изучать литературу, 

обозначенную как «дополнительная» в представленном списке в РПД.  

Вопросы для подготовки к устному опросу  текущего контроля (Блок 1) 

Контрольные вопросы для текущего контроля знаний 

Тема ОФОРМЛЕНИЕ ЧЕРТЕЖЕЙ В СООТВЕТСТВИИ С НОРМАМИ И 

СТАНДАРТАМИ 

1. Какие существуют классификационные группы стандартов ЕСКД? 

2. Сколько листов формата А4 содержится в формате А1? 

3. Какие правила расположения основной надписи на формате? 

4. Каково содержание основной надписи? 

5. Какие вы знаете масштабы? 

6. Как обозначаются масштабы? 

7. Какова толщина осевых, центровых, выносных и размерных линий? 

8. Какие линии используются для обводки контура? 

9. Чем определяется размер шрифта? 

10. Как определяется высота строчных букв? 

11. Какие знаки используются при нанесении размеров? 

12. На каком расстоянии друг от друга и от контурной линии проводят размерные линии? 

13. Когда проставляют знак диаметра 0, а когда знак радиуса R? 

14. Где наносят на чертеже размер числа относительно размерной линии? 

15. Как влияет масштаб изображения на величину наносимых на чертеже размеров? 

Тема НЕКОТОРЫЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПОСТРОЕНИЯ 

1. Как разделить отрезок пополам? 

2. Как разделить окружность на четыре, восемь, двенадцать частей? 

3. Раскройте принцип построения скругления углов. 

4. Что такое сопряжение? 

5. Какие виды сопряжения вы знаете? 

Вопросы для подготовки к устному опросу  текущего контроля (Блок 2) 

 

Тема ИЗОБРАЖЕНИЕ ПРЕДМЕТОВ В СООТВЕТСТВИИ С НОРМАМИ И 

СТАНДАРТАМИ 

1. Что называется чертежом? 



6 

2. Каким методом строятся изображения на чертеже? 

3. Какое изображение предмета называется видом? 

4. Перечислите основные виды. Главный вид. 

5. Как обозначаются виды? 

6. Какие виды называются дополнительными? 

7. В каких случаях применяются местные виды? 

8. Что называется разрезом? 

9. Как различаются разрезы в зависимости от положения секущих плоскостей? 

10. Что такое простой разрез? 

11. Что называется сложным разрезом? 

12. Какие разрезы относятся к местным? 

13. Как обозначаются разрезы? 

14. В каких случаях не обозначаются простые разрезы? 

15. Можно ли на одном изображении соединить часть вида и часть разреза? 

16. Назовите условности, учитываемые при выполнении разрезов. 

17. Назовите известные вам виды сечений. 

18. Что называется сечением? 

19. Как обозначаются сечения? 

20. Перечислите условности, учитываемые при выполнении сечений. 

21. Как выполняется штриховка в разрезах и сечениях? 

22. Что называется выносным элементом? 

23. Как обозначают выносные элементы? 

24. Какие проекции применяют для построения наглядных изображений на чертеже? 

25. Какое правило выбора направления штриховки вырезов применяется на 

аксонометрических изображениях? 

Тема КОМПЬЮТЕРНАЯ ГРАФИКА 

1. В чем сущность геометрического моделирования? 

2. Каковы задачи геометрического моделирования? 

3. Какие бывают графические объекты? 

4. Какие бывают примитивы и их атрибуты? 

5. Каково основное применение интерактивных графических систем для выполнения и 

редактирования изображений? 

Критерии оценки устного опроса 

Полнота ответа на поставленный вопрос, умение использовать термины, приводить 

примеры, делать выводы. 

За каждый блок в сумме обучающийся должен получить 25 баллов, из них 5 – за 

посещение занятий, 5 - Выполнение дополнительных заданий (доклад, статья, презентация 

), 10 – за выполнение тестовых заданий, 5 – за защиту лабораторных работ 

Критерии получения оценки:  

- результат, содержащий полный правильный ответ – максимальное количество 

баллов; 

- результат, содержащий неполный правильный ответ (степень полноты 

ответа – более 60%) или ответ, содержащий незначительные неточности– 75% от 

максимального количества баллов; 

результат, содержащий неполный правильный ответ (степень полноты ответа – от 

30 до 60%) или ответ, содержащий значительные неточности -40 % от максимального 

количества баллов; 

- результат, содержащий неполный правильный ответ (степень полноты ответа – 

менее 30%), неправильный ответ (ответ не по существу задания) или отсутствие ответа – 0 

% от максимального количества баллов. 
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4. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ К ПРАКТИЧЕСКИМ 

ЗАНЯТИЯМ 

Процесс подготовки к практическим (семинарским) занятиям включает изучение 

нормативных документов, обязательной и дополнительной литературы по 

рассматриваемому вопросу. 

Непосредственное проведение практического (семинарского) занятия 

предполагает: 

 - индивидуальные выступления студентов с сообщениями по какому-либо вопросу 

изучаемой темы; 

- фронтальное обсуждение рассматриваемой проблемы, обобщения и выводы; 

- решение задач и упражнений по образцу; 

 - решение вариантных задач и упражнений; 

 - решение ситуационных производственных (профессиональных) задач; 

 - проектирование и моделирование разных видов и компонентов 

профессиональной деятельности. 

Процесс подготовки к практическим (семинарским) занятиям включает изучение 

нормативных документов, обязательной и дополнительной литературы по 

рассматриваемому вопросу. 

5. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ ДОКЛАДА 

 К самостоятельной работе относится написание и защита доклада в семестре. 

Подготовка доклада по дисциплине «Инженерная и компьютерная графика» - один из 

основных этапов учебного процесса в обучении студентов, которым необходимо 

приобрести навыки самостоятельного исследования и представления его результатов. 

Тема выбирается студентом самостоятельно по согласованию с преподавателем. 

Примерные темы доклада: Виды компьютерной графики, плюсы и минусы 

программ, современные тенденции развития компьютерной графики. 

В результате подготовки доклада студент может выступать на конференциях и 

семинарах по этому вопросу. 

Общие рекомендации по подготовке доклада 

Доклад должен включать в себя введение, основную часть и заключение. 

Во введении необходимо отразить обоснование актуальности выбранной темы, 

краткое описание текущего состояния проблемы. В нем студент должен указать цель и 

задачи работы, объект исследования, элементы новизны, введенные в процессе написания 

работы. Необходимо перечислить проблемы, которые должны быть решены в рамках 

выбранной темы. 

Основная часть доклада должна содержать вопросы, предусмотренные в плане 

работы. В ней необходимо отразить теоретические основы, раскрывающие суть проблемы, 

проанализировать собранные материалы, характеризующие практическую сторону 

объекта исследования. Этот раздел может содержать рабочие таблицы, диаграммы 

(диаграммы и другие материалы. 

В заключение необходимо отразить выводы и предложения, полученные в 

результате предыдущей работы. Они должны быть сформулированы четко и точки. 

Список литературы включает в алфавитном порядке список современных законов и 

нормативных актов, соответствующей научной литературы, научных работ, 

статистических сборников и других источников, выпущенных не ранее пяти лет. 

Оформление доклада и порядок защиты 

Объем работы – 4-7 страниц пронумерованного компьютерного текста, шрифт, 14, 

интервал 1,5, поля стандартные. Иллюстрации, фотографии, рисунки, графики, которые 

появляются на тексте, должны быть пронумерованы.  

Выполненный доклад проверяется преподавателем. Если доклад оформлен 

согласно предъявляемым требованиям, то работа допускается к защите, о чем 
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преподавателем делаются записи на титульном листе работы. Если доклад имеет 

отрицательный отзыв, то документ возвращается на доработку с последующим 

представлением о его повторном рассмотрении. 

Требуемый уровень оригинальности не менее 50%. 

Доклады могут сопровождаться презентацией, отражающей основные моменты 

выполненного исследования.  

Критерии оценки доклада 

Критерий 

оценки реферата 

Показатель Максимальное 

количество баллов 

1.Степень 

раскрытия 

сущности 

проблемы 

- соответствие содержания теме реферата; 

- полнота и глубина раскрытия основных 

понятий проблемы; 

- умение работать с литературой, 

систематизировать и структурировать 

материал; 

- умение обобщать, сопоставлять различные 

точки зрения по рассматриваемому вопросу; 

- аргументировать основные положения и 

выводы; 

- умение четко и обоснованно формулировать 

выводы; 

- самостоятельность, способность к 

определению собственной позиции по 

проблеме и к практической адаптации 

материала 

1 

1 

 

1 

 

1 

 

1 

 

1 

 

2 

2.Соблюдение 

требований по 

оформлению 

- правильность и аккуратность оформления 

реферата  

-точность в цитировании и указании 

источника текстового фрагмента,  

- соблюдение требований к объему и 

структуре реферата; 

- грамотность и культура изложения 

1 

 

1 

 

1 

 

1 

3.Уровень защиты 

реферата 

- доклад структурирован, раскрывает тему 

- даны правильные, аргументированные 

ответы на уточняющие вопросы 

- слайды представлены в логической 

последовательности и оформление 

презентации; 

- количество слайдов не более 10 

1 

2 

 

1 

 

1 

Максимальное количество баллов             17 

 
Для подготовки презентации к защите реферата, обучающемуся необходимо 

использовать PowerPoint. Количество слайдов презентации к защите реферата – не более 

10. 

Максимальное количество баллов, которое обучающийся может получить за 

подготовку реферата и презентации к нему составляет 17 баллов. Баллы учитываются в 

процессе проведения текущего контроля. 

17 баллов – оценка «отлично»; 

12-16 баллов – оценка «хорошо»; 

8-11 баллов – оценка «удовлетворительно» 

Менее 8 баллов – оценка «неудовлетворительно». 

 



9 

6. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ К ТЕСТИРОВАНИЮ 

Тестовые задания для оценки остаточных знаний. Текущий контроль.  

Типовые тестовые задания для оценки знаний студентов: 

1. От фронтальной и профильной плоскостей проекцией равно удалена точка имеющая 

следующие координаты (X; Y; Z). 

А) (6; 5; 5); 

Б) (12; 6; 12); 

В) (12; 15; 15); 

Г) (18; 17; 18); 

Д) (9; 9; 4); 

Е) (15, 15, 12). 

2. Прямая при прямоугольном проецировании проецируется в точку при условии… 

А) …если эта прямая проходит через центр проецирования; 

Б) …параллельности этой прямой плоскости проекций; 

В) …если эта прямая находится под углом 45  к плоскости проекций 

Г) …перпендикулярности этой прямой плоскости проекций. 

3. Прямая при центральном проецировании проецируется в точку при условии… 

А) …если эта прямая находится под углом 45  к плоскости проекций; 

Б) …перпендикулярности этой прямой плоскости проекций; 

В) …если эта прямая проходит через центр проецирования; 

Г) … параллельности этой прямой плоскости проекций. 

4. Проецирование называют центральным, если проецирующие лучи… 

А) …проходят через одну точку; 

Б) …параллельны между собой; 

В) …проходят под острым углом к плоскости проекций; 

Г) …перпендикулярны плоскости проекций. 

5. Проецирование называют ортогональным, если проецирующие лучи… 

А) …проходят через одну точку; 

Б) …не параллельны между собой; 

В) …проходят под острым углом к плоскости проекций; 

Г) …перпендикулярны плоскости проекций. 

6. Плоскость проекций, обозначаемая на чертеже «Н» называется… 

А) …фронтальной; 

Б) …профильной; 

В) …наклонной; 

Г) …горизонтальной. 

7. При центральном проецировании сохраняется… 

А) натуральная величина отрезка прямой; 

Б) перпендикулярность отрезков прямых; 

В) принадлежность точки прямой; 

Г) параллельность отрезков прямых. 

8. Свойство геометрических фигур, заключающееся в том, что если точка принадлежит 

линии, то и проекция точки принадлежит соответствующей (одноименной) проекции 

линии, выполняется ……….. проецирования. 

А) для любого способа; 

Б) только для параллельного; 

В) только для центрального; 

Г) только для ортогонального. 
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9. Плоскость, на которой получают изображение геометрического объекта, называют… 

А) …плоскостью изображений; 

Б) …плоскостью проекций; 

В) …плоскостью отображений; 

Г) …наглядной плоскостью. 

10. Положение точки в пространстве однозначно определяется как минимум … 

проекциями. 

А) четырьмя; 

Б) пятью; 

В) двумя; 

Г) тремя. 

11. Горизонтальная проекция точки определяется координатами 

А) X и Y Б) X и Z В) Y и Z 

12. Проекцию точки на плоскость «V» принято называть … 

А) …фронтальной; 

Б) …профильной; 

В) …наклонной; 

Г) …горизонтальной. 

13. Линия, соединяющая на чертеже проекции точки и перпендикулярная к оси проекций, 

называется … 

А) линией связи; 

Б) линией уровня; 

В) проецирующей линией; 

Г) проекционной линией. 

14. Для получения аксонометрической проекции необходимо использовать … 

плоскость(ти). 

1) две; 2) одну; 3) три; 4) две взаимно перпендикулярные 

15. Аксонометрия называется прямоугольной, если направление проецирования... 

1. … параллельно плоскости проекций 

2. … не перпендикулярно плоскости проекций 

3. … перпендикулярно плоскости проекций 

4. … имеет угол 450 к плоскости проекций 

16. Положение любой точки в аксонометрии определяется … координатами. 

1. тремя 

2. четырьмя 

3. одной 

4. двумя 

17. Стандартный вид аксонометрии, если все приведенные показатели по осям равны 1, а 

направление проецирования перпендикулярно картинной плоскости, называется … 

1. прямоугольной изометрией 

2. прямоугольной триметрией 

3. косоугольной изометрией 

4. косоугольной диметрией 

18. Малая ось эллипса изометрической проекции окружности, лежащей в плоскости XOZ, 

направлена … 

1. перпендикулярно оси Y 

2. параллельно оси X 

3. параллельно оси Z 
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4. параллельно оси Y 

19. Спецификация не составляется к чертежу … 

1. сборочной единицы 

2. детали 

3. комплекта 

4. комплекса 

20. Формату А3 соответствует … 

1. 4 формата А5 

2. 3 формата А3 

3. 4 формата А2 

4. 2 формата А0 

21. Масштабы увеличения, установленные стандартом, … 

1. 1:1 

2. 2:1 

3. 1:15 

4. 4:1 

5. 15:1 

22. Размерные и выносные линии на чертежах выполняют ... линией. 

1. сплошной основной 

2. штрихпунктирной 

3. волнистой 

4. сплошной тонкой 

5. разомкнутой 

23. Положение секущей плоскости при выполнении разрезов и сечений изображают … 

линией 

1. сплошной основной 

2. штрихпунктирной 

3. волнистой 

4. сплошной тонкой 

5. разомкнутой 

24. Минимальное расстояние между линией видимого контура и размерной линией … 

1. 7 

2. 15 

3. 10 

4. 6 

5. 8 

25. Выносные линии должны выходить за концы стрелок размерной линии на … 

1. 6 мм 

2. 10 мм 

3. 1 мм 

4. 1-5 мм 

5. 15 мм 

7. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ КОНТРОЛЬНОЙ 

РАБОТЫ 

 Контрольная работа, как одна из форм оценки уровня подготовки студентов, 

ставит своей целью закрепление теоретических знаний, полученных студентами в 

процессе изучения данной дисциплины, и приобретение ими навыков практического 

анализа особенностей функционирования организаций в современных условиях. 
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Выполнение контрольной работы способствует приобретению студентами 

навыков самостоятельной работы с первоисточниками, учебной, научной и специальной 

литературой, умений выделять в них главное, анализировать, обобщать, логично излагать 

изученный материал. 

Целью написания контрольной работы является создание у студента целостного 

впечатления о профессиональной деятельности, что способствует выработке у студентов 

умения ориентироваться в законодательстве и самостоятельно принимать решения по 

практическим ситуациям; закрепить знания, полученные в результате самостоятельной 

работы над учебным материалом. 

К выполнению контрольной работы студенты приступают только после усвоения 

всех тем программы. Контрольная работа является отчетом о самостоятельной работе 

студента. 

Контрольная работа представляет собой сквозное занятие по основным темам 

курса по вариантам и включает в себя следующие разделы: 

Темы контрольных  работ  

Комплексные расчетно-графические задания (Контрольная работа) 

Задача 1.Построение трёх изображений по двум данным. 

Согласно варианта на листе формата A3 построить третье изображение по двум 

данным, дать разрезы, построить натуральный вид наклонного сечения. При выполнении 

работы следует руководствоваться указаниями к заданию. 

Указания. Выполнение задания требует мысленного представления предмета. 

Следует построить третье изображение (вид слева), построить разрезы и выполнить 

штриховку в разрезах. После этого следует построить натуральный вид сечения заданной 

фронтально-проецирующей плоскостью («косое» сечение). Пример выполнения задания 

по вариантам на рисунке 1, варианты контрольной работы на рисунке 2. 

 
 

Рисунок 1. Пример выполнения задания. 



13 

 
Рисунок 2. Варианты контрольной работы 

Оформление контрольной работы и порядок защиты.  

Контрольная работа выполняется на  формате А3(ГОСТ 2.305-68). 

Невидимые линии обозначить пунктирной линией. Поставить все 

необходимые размеры(ГОСТ 2.307-68). Выполнить основную надпись (ГОСТ 

2.104-68; ГОСТ 2.304-81). Работа делается в соответствии с требованиями 

ЕСКД. 
Критерии оценивания контрольной работы 

Критерии оценки практического задания:  

Критерий Максимальное 

количество баллов  
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1 Соответствие решения сформулированным в практической 

ситуации вопросам 

5 

2 Возможность применения решения на практике 5 

Максимальное количество баллов, которое обучающийся может получить за ответ 

на практическое задание составляет 10 баллов. Баллы учитываются в процессе проведения   

контроля. 

 

По результатам устного опроса по контрольной работе обучающемуся 

выставляется оценка «зачтено», или «не зачтено». 

Оценка «зачтено» выставляется обучающемуся, если:  

- обучающийся знает и воспроизводит основные положения дисциплины в 

соответствии с заданием, применяет их для выполнения типового задания, в котором 

очевиден способ решения;  

- обучающийся демонстрирует базовые знания, умения и навыки, примененные 

при выполнении заданий контрольной работы; 

- у обучающегося не имеется затруднений в использовании научно-понятийного 

аппарата в терминологии курса, а если затруднения имеются, то они незначительные;  

- на дополнительные вопросы преподавателя обучающийся дал правильные или 

частично правильные ответы. 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на базовом уровне (уровень 

1) (см. табл.). 

Оценка «не зачтено» ставится обучающемуся, если:  

- обучающийся имеет представление о содержании дисциплины, но не знает 

основные положения (темы, раздела, закона и т.д.), к которому относится задание, не 

способен выполнить задание с очевидным решением, не владеет навыками в области 

изучаемой дисциплины; 

- обучающийся не демонстрирует базовые знания, умения и навыки, необходимые 

для выполнения заданий контрольной работы; 

- в процессе ответа по теоретическому и практическому материалу, 

содержащемуся в вопросах контрольной работы, допущены принципиальные ошибки при 

изложении материала. 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) не сформированы. 

 Контрольная работа, признанная не отвечающей предъявляемым требованиям, 

возвращается студенту для доработки, при этом указываются ее недостатки и даются 

рекомендации для их устранения. Студенту предлагается с учетом замечаний 

преподавателя вторично представить контрольную работу вместе с первой работой. 

 

8. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ К ЗАЧЕТУ 

Данный вид отчетности рабочей программой дисциплины (модуля) не 

предусмотрен. 

 

9. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ К ЭКЗАМЕНУ 

Промежуточная аттестация в форме экзамена предусматривает проведение 

обязательной экзаменационной процедуры. Перед экзаменом студенту необходимо 

полностью выполнить все задания к практическим занятиям, подготовить и защитить 

самостоятельную работу. При наличии задолженности по текущей аттестации по данной 

дисциплине студент к экзамену не допускается. Экзамен по дисциплине предусмотрен в 

устной форме по билетам. 

Вопросы для экзамена: 
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1. Нормы и стандарты проектно-конструкторских работ. Единая система конструкторской 

документации. Стандарты ЕСКД. Применение системного подхода для решения задач. 

2. Состав конструкторско-технологической документации. Виды конструкторских 

документов. 

3. Нормы и стандарты проектно-конструкторских работ: форматы 

4. Нормы и стандарты проектно-конструкторских работ: масштабы 

5. Нормы и стандарты проектно-конструкторских работ: линии 

6. Нормы и стандарты проектно-конструкторских работ: шрифты 

7. Нормы и стандарты проектно-конструкторских работ: изображения. 

4. Нормы и стандарты проектно-конструкторских работ: нанесение размеров. 

5. Оформление проектной и технической документации: условное графическое 

изображение детали в разрезах. 

6. Оформление проектной и технической документации: Основная надпись чертежа. 

7. Выполнение и редактирование изображений и чертежей: построение линий 

сопряжений. 

8. Оформление проектной и технической документации: Изображения. Основные виды, 

разрезы и сечения. 

9. Оформление проектной и технической документации Виды дополнительные и местные. 

10. Оформление проектной и технической документации: Сечения наложенные и 

вынесенные. 

11. Выполнение и редактирование изображений и чертежей: Разрезы простые и сложные. 

12. Выполнение и редактирование изображений и чертежей: Виды аксонометрических 

проекций. 

13. Оформление проектной и технической документации: оформление текста 

пояснительной записки. 

14. Оформление проектной и технической документации: оформление рисунков и таблиц. 

15. Оформление проектной и технической документации: оформление ведомости работы 

16. Оформление проектной и технической документации: Схемы электрические. Условное 

изображение элементов электрических схем. 

17. Современные средства выполнения и редактирования изображений и чертежей. Общие 

сведения. 

18. Современные средства выполнения и редактирования изображений и чертежей. 

Система КОМПАС. Основные элементы интерфейса. 

 

 

Порядок и критерии оценивания 

Экзамен является формой оценки качества освоения обучающимся 

образовательной программы по дисциплине. Проверка качества подготовки студентов на 

экзаменах заканчивается выставлением отметок по принятой пятибалльной шкале (см. 

п.1.2) (оценка «отлично», «хорошо», «удовлетворительно» или «неудовлетворительно»). 

 

Распределение баллов по экзамену (промежуточная аттестация) 

Вид учебных 

работ  

по дисциплине 

Промежуточная аттестация 

Оценка, баллы Критерии оценки 

Устный ответ на 

экзамене 

Оценка «отлично» -  

40 баллов 

1) полно и аргументировано отвечает по 

содержанию вопроса;  

2) обнаруживает понимание материала, 

может обосновать свои суждения, 
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применить знания на практике, привести 

необходимые примеры;  

3) излагает материал последовательно и 

правильно, с соблюдением исторической и 

хронологической последовательности. 

Компетенция (и) или ее часть 

сформирована 

Оценка «хорошо» -  

30 - 39 баллов 

ответ, удовлетворяющий тем же 

требованиям, что и для оценки «5», но 

допускает 1-2 ошибки, которые сам же 

исправляет. 

Компетенция и (или) ее часть 

сформирована на 2 уровне. 

Оценка 

«удовлетворительно» - 

15 - 29 баллов 

1) излагает материал неполно и допускает 

неточности в определении понятий или 

формулировке правил;  

2) не умеет достаточно глубоко и 

доказательно обосновать свои суждения и 

привести свои примеры;  

3) излагает материал непоследовательно и 

допускает ошибки. 

Компетенция и (или) ее часть 

сформирована на 1 уровне. 

Оценка 

«неудовлетворительно» 

- 0 - 14 баллов 

1) студент обнаруживает незнание ответа 

на соответствующий вопрос; 

2) допускает ошибки в формулировке 

определений и правил, искажающие их 

смысл; 

3) беспорядочно и неуверенно излагает 

материал;  

4) на дополнительные вопросы 

преподавателя обучающийся не дет 

правильные ответы. 

Компетенция и (или) ее часть не 

сформирована. 

Решение 

экзаменационной 

задачи 

10 баллов Задача решена, сделан вывод 

0 баллов Задача нерешена 

Максимальная сумма баллов промежуточной аттестации - 50           
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ВВЕДЕНИЕ 

 
При изучении курса наряду с овладением студентами теоретическими положениями 

уделяется внимание приобретению практических навыков, с тем, чтобы они смогли успешно 

применять их в своей последующей работе. 

Цель освоения дисциплины –  формирование у обучающихся универсальной 

компетенции, предусмотренной ФГОС ВО, что достигается в процессе формирования речевой 

культуры, повышения уровня практического владения современным русским литературным 

языком в разных сферах его функционирования, в устной и письменной разновидностях, на основе 
совершенствования коммуникативной, языковой, лингвистической, общекультурной 

компетенций. Наряду с образовательной практико-ориентированной целью данный курс реализует 

развивающие и воспитательные цели: развитие когнитивных и исследовательских умений, 
повышение общей гуманитарной культуры обучаемых, формирование уважительного отношения 

к национальным духовным ценностям, межкультурной толерантности. 

В результате освоения данной дисциплины у обучающегося формируется 

универсальная компетенция УК-4.2: выбирает на государственном языке коммуникативно 

приемлемый стиль общения, вербальные и невербальные средства взаимодействия с партнерами. 

Изучив данный курс, студент должен: 

Знать: 

– статус русского языка как государственного языка Российской Федерации; 

– понятийный аппарат дисциплины; 

– функции языка в обществе; 

– компоненты культуры речи; 

– систему норм современного русского языка на фонетическом, лексическом, 

грамматическом уровнях в его устной и письменной формах; 

– особенности устной и письменной речи; 

– коммуникативные качества речи; 

– функциональные стили современного русского литературного языка; 

– слагаемые речевого общения, правила речевого поведения в различных 

коммуникативных ситуациях; 

– основы невербальной коммуникации; 

– основы риторической культуры. 

Уметь:  

– демонстрировать речевую культуру на основе знания норм русского 

литературного языка, основных качеств речи, стилей современного русского 

литературного языка, функций языка в обществе; 

– использовать ключевые понятия курса; 

– выявлять типичные ошибки в устной и письменной речи;  

– выбирать языковые средства в соответствии с ситуацией общения, 

трансформировать вербальный и невербальный материал в соответствии с 

коммуникативной задачей; 

– соблюдать нормы речевого поведения в различных сферах и ситуациях общения; 

– использовать лингвистические словари для решения конкретных 

коммуникативных и познавательных задач.  

Владеть: 

– навыками и опытом применения норм современного русского литературного 

языка в его устной и письменной формах; 

– навыками и опытом самостоятельного получения, систематизации, 

интерпретации, использования, обобщения, обновления и критической оценки 

информации из различных источников, в том числе навыками аналитико-поисковой 

работы с различными типами лингвистических словарей; 

– риторической культурой. 
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Реализация компетентностного подхода предусматривает широкое использование в 

учебном процессе активных и интерактивных форм проведения занятий (разбор 

конкретных ситуаций, собеседование) в сочетании с внеаудиторной работой с целью 

формирования и развития профессиональных навыков специалистов. 

Лекционный курс является базой для последующего получения обучающимися 

практических навыков, которые приобретаются на практических занятиях, проводимых в 

активных формах. Методика проведения практических занятий и их содержание 

продиктованы стремлением как можно эффективнее развивать у студентов мышление и 

интуицию, необходимые современному специалисту. Активные формы семинаров 

открывают большие возможности для проверки усвоения теоретического и практического 

материала. 
 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 1  

Культура речи как предмет изучения. Аспекты культуры речи: нормативный, 

коммуникативный, этический. Коммуникативные качества речи. Знаковый 

характер языка. Язык и речь. Функции языка. Речевое общение. Речевое 

взаимодействие. Основные единицы общения 

 

Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальной 

компетенции УК-4.2: выбирает на государственном языке коммуникативно приемлемый стиль 

общения, вербальные и невербальные средства взаимодействия с партнерами. 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Понятие культуры речи. Аспекты культуры речи. Компоненты культуры речи. 

Понятие коммуникативных качеств речи. 

2. Соотношение мышления и языка. 

3. Язык как знаковая система.  

4. Язык и речь. 

5. Функции языка.  

6. Устная и письменная речь. 

7. Речевое взаимодействие. Основные единицы общения. 

 

Основные понятия: культура речи, компоненты культуры речи, язык, речь, 

речевая коммуникация, речевая ситуация, адресат, адресант, говорение, чтение, 

аудирование, письмо, знаковая система, функции языка: коммуникативная, когнитивная, 

кумулятивная, эмоциональная, волюнтативная, фатическая, метаязыковая, эстетическая; 

коммуникативные качества речи. 

 

Вопросы для самоконтроля 
1. Какие значения подразумевает термин "культура речи"? 

2. Из каких аспектов складывается культура речи? 

3. Что такое коммуникативный аспект культуры речи? 

4. Как вы понимаете высказывание «речь служит для выражения личности человека»? 

5. Что понимается под этическим компонентом (аспектом) культуры речи? 

6. Каким термином обозначают человека, к которому обращено сообщение? 

7. Что такое язык в лингвистическом понимании? 

8. Приведите примеры знаковых систем. 

9. Проанализируйте схему 1 и обозначьте уровни языка. 

10. Сформулируйте различия между языком и речью. 

11. Как вы понимаете положение о том, что язык полифункционален? 

12. Каковы функции языка? 

13. Какова основная функция письменной речи? 

14. Что такое «внутренняя речь»? 
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ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 2  

Русский национальный язык и формы его существования. Высказывания о 

русском языке. Современный русский литературный язык, его формы и 

разновидности. Государственная политика в области русского языка. Современная 

речевая ситуация (XX–нач. XXI вв.) 

Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальной 

компетенции УК-4.2. 
 

Вопросы для обсуждения 

1. Язык как национально-культурное явление, как способ существования русского 

национального мышления и русской культуры. Русский национальный язык и формы его 

существования.  

2. Государственная языковая политика и современный статус русского языка.  

3. Понятие «современный русский литературный язык».  

4. Современная речевая ситуация (XX–нач. XXI вв.). 
 

Вопросы для самоконтроля 
1. Какие временные рамки относятся к понятию современный русский 

литературный язык? 
2. Совпадают ли понятия "национальный язык" и "литературный язык"? 
3. Каковы основные свойства литературного языка? 
4. Назовите нелитературные разновидности национального языка. 
5. Какова роль литературного языка в накоплении знаний и информации, в 

сохранении и передаче от поколения к поколению ценностей культуры и цивилизации? 
6. Когда отмечается День русского языка? Почему этот праздник приурочен 

именно к этой дате? 
7. Расскажите о статусе русского языка в нашей стране на основе анализа 

соответствующих статей Конституции РФ. 
 

Задание 1 

Сформулируйте определения следующих понятий: русский национальный язык, 

современный русский литературный язык, кодифицированность литературного языка, 

государственный язык, диалект, просторечие, жаргон. 

 

 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 3  

Коммуникативные качества речи. Что такое коммуникативная неудача (сбой) и её 

возможные причины. Понятие языковой нормы. Виды языковых норм. 

Вариативность и норма 

 
Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальной компетенции УК-

4.2. 

Вопросы для обсуждения 

1. Коммуникативный аспект культуры речи. Система коммуникативных качеств 

речи. 

2. Понятие коммуникативной неудачи (коммуникативный сбой). 

3. Нормативный аспект культуры речи. Норма, её роль в становлении и развитии 

литературного языка. Понятие нормы. 

4. Нормы русского литературного языка. Варианты норм, типы норм. 

5. Кодифицирование нормы, типы словарей. 
 

Вопросы для самоконтроля 
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1. Сформулируйте своё понимание того, что такое языковая норма. 

2. Какие нормы регулируют единообразное произношение слов? 

3. Сопоставьте термины, относящиеся к норме: императивные, вариантные, 

обязательные, диспозитивные. 

4. Какие типы речи выделяют по отношению к литературной норме? 

5. С какой целью говорящий или пишущий может намеренно нарушать нормы 

языка? 

6. Что понимается под кодификацией нормы? 

7. Какие виды словарей вы знаете? 
8. Как происходит замена «старшей» нормы «младшей»? 
 

Задание 1 

Сформулируйте определения следующих понятий: коммуникативный сбой, норма, 

кодифицирование, диспозитивная норма, императивная норма. 

 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 4  

Орфоэпические нормы. Нормы постановки ударения (акцентологические нормы)  
 
Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальной компетенции: УК-4.2. 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Русское литературное произношение. Полный и неполный стили произношения. 

2. Правила произношения гласных звуков. Основные особенности произношения 

согласных в русском языке (твёрдость /мягкость, глухость/звонкость русских согласных). 

3. Особенности произношения согласных звуков. Произношение ряда 

орфографических сочетаний (ЧН, ЧТ, ЩН, ЗЖ, СЧ, ДЧ, ТЧ, ДЦ, ТЦ, ТСЯ, ТЬСЯ). 

3. Особенности произношения имен и отчеств. Произношение заимствованных 

слов. 

4. Особенности русского ударения. 
 

Вопросы для самоконтроля 

1. Что такое орфоэпия? 

2. Что представляет собой орфоэпический словарь? 

3. Что такое «правильное литературное произношение»? 

4. Какими основными законами определяются произносительные нормы русского 

языка?  

5. Какие фонетические законы регулируют произношение гласных и согласных 

звуков в русском языке? 

6. Что регулируют акцентологические нормы современного русского литературного 

языка? 

7. Назовите особенности ударения в русском языке.  

8. Правильным ли будет утверждение, что русское ударение неподвижно? 

9. С точки зрения фонетики выделяют полный и неполный стиль произношения; как 

вы это понимаете? 

10. Приведите примеры áканья и úканья. 

11. Что такое омографы? 

12. Всегда ли ударение в русскоязычном варианте произношения, к примеру, 

географического названия, совпадает с оригинальным произношением на 

соответствующем иностранном языке? 

 

Задание 1 
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Упр. 1. Определите, какое слово является лишним (по произношению): 

а) Конечно, нарочно, игрушечный; 

б) Что, чтобы, нечто; 

в) Млечный, восточный, пустячный; 

г) Безоблачный, беспечно, яичница; 

д) Табачный, сказочный, скворечник. 

 

Упр. 2. Кто прав: 

Студент, который говорит "Мария Ильинишна", или тот, кто произносит "Мария 

Ильинична"?  

 

Упр. 3. Напишите вариант правильного произношения. Пример: стараться – 

старацца ([старац:а]) 

ПИШЕТСЯ ПРОИЗНОСИТСЯ 

мягкий, легкий  

безжалостный  

голубь 

 

улыбаться, развиваться  

нарочно, конечно  

 

Упр.4.Расставьте ударение в словах: 

Усугубить, принудить, облегчить, избаловать, закупорить, нормировать, пломбировать, 

электропровод, газопровод, нефтепровод, вероисповедание, тайная вечеря, генезис, 

договор, завидно, исчерпать, каталог, предвосхитить, ходатайствовать, щавель, включишь, 

включат, украинский, кладовая, христианин, загнутый, ракушки, обеспечение, латте, 

средства, дремота, цемент, мельком, рефлексия. 

 

Упр. 5. Зачеркните неправильный вариант произношения: 

опека – опёка, сироты – сироты, осетр – осётр, мусоропровод – мусоропровод,  

 

Упр. 6. В каком ряду во всех словах буквы обозначают мягкие согласные звуки? 

1) пресса, термин, декада; 

2) тент, термос, рейс; 

3) дефект, пенсне, патетический; 

3) кофе, тезис, рельс;  

4) модель, текила, фанера. 

 

Упр. 7. Приведите примеры разноместности русского ударения. 

 

Упр. 8. Выделите слова с твёрдым согласным перед буквой «е»: 

Бартер, бизнес, музей, лазер, кофе, тест, анестезировать, тезис, бутерброд, крем, термин, 

вексель, декан, менеджер, продюсер, демобилизация, диспансер, сервис, каравелла, 

декада, академия, фонетика, тренд, тендер. 
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ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 5 

Лексические нормы 
Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальной компетенции: УК-4.2. 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Понятие лексических норм современного русского литературного языка. 

2. Лексический состав современного русского языка с точки зрения сферы 

употребления (общенародная лексика, лексика ограниченного употребления). 

Стилистическая окрашенность лексики. 

3. Лексические нормы с точки зрения развития языка. 

4. Лексические нормы в аспекте точности. Нарушения лексических норм в аспекте 

точности.  

5. Лексические нормы с точки зрения грамотной лексической сочетаемости, 

уместности словоупотребления, чистоты речи. 

4. Многословие (лексическая избыточность). Плеоназм. Тавтология. Лексическая 

недостаточность. 

Вопросы для самоконтроля 

1. Что такое лексические нормы? Каковы два аспекта лексических норм? 

2. Какова примерная классификация нарушений лексических норм? 

3. Приведите примеры речевой избыточности (явный и скрытый плеоназм, 

тавтология). 

4. Что такое многозначность, синонимы, антонимы, омонимы, паронимы? Приведите 

примеры. 

5. Что представляют собой устаревшие слова? 

6. Нужны ли современному русскому языку новые заимствования из иностранных 

языков? Обоснуйте свою точку зрения. 

7. Приведите примеры неологизмов. 

8. Назовите ошибки, связанные с употреблением в речи фразеологизмов. 

9. Что такое клише? 

10. Что представляет собой обсценная лексика? 

11. Что такое эвфемизм? 
 

Задание 1 

Сформулируйте определения следующих понятий: лексическая норма, лексическая 

сочетаемость, стилистическая окрашенность лексики, лексическая избыточность, 

многозначность, лексическая неполнота высказывания. 
 

Задание 2 

Упр. 1. Выделите словосочетания, являющиеся избыточными:  

народный фольклор, свободная вакансия, прейскурант цен, лично мне кажется, огромная 

махина, интерьер квартиры, демобилизация из армии, толпа людей, жестикулировать 

руками. 

 

Упр. 2. «Переведите» на литературный русский язык следующее высказывание 

на молодёжном сленге 70-80-х годов: 

«Где были? У одного чувака на флэте... Да, у Витькá, он. кстати, хаер попилил! 

Ринганули одному мэну – обещал новый диск. Леха в пролёте. Утром завалился, и предки 

весь день возбухали. Побалдели, но особого кайфа не словили». 

 

Упр. 3. Разъясните человеку, который незнаком с молодёжной лексикой, 

следующие выражения: 
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1. Весь этот хайп вокруг игры «Pokemon Go» сошёл на нет буквально за месяц. 

2. Прикинь, у Бузовой в Инстаграме на 10 млн подписчиков 2 млн хейтеров! 

3. Да забей на уроки, давай лучше почилим! 

4. Ну ладно, хватит агриться, сколько можно. 

5. Носить эти брюки с кроссовками – полный зашквар! 

6. Никак не успеваю зашазамить эту мелодию! 

 

Упр. 4. Слова являются нейтральными (употребляются в любом стиле):  

1) зиждиться, прямёхонько, председатель;  

2) жвачка, прерогатива, чарующий;  

3) дым, дружбан, место;  

4) город, работать, пятнадцать 

 

Упр. 5. Поясните лексическое значение иностранных слов: 

Имидж, бестселлер, визави, дегустация, инспирировать, коллаж, мизантроп, 

эмбарго. 

 

Упр. 6. Произведите синонимические замены иностранных слов:  
Работа конференции лимитируется; предлагаем пролонгировать договор; автобус, 

направляющийся для шопинга в Турцию; де-факто; де-юре. 

 

Упр. 7. Составьте словосочетания с паронимами (при необходимости меняйте 

форму слова).  

Главный – заглавный, криминальный – криминогенный, праздный – праздничный, 

бережный – бережливый. 

 

Упр.8. Выделите сочетания слов, не соответствующие литературной норме: 

дать отпор, вложить вклад в развитие предприятия, оказать впечатление, потерпеть 

поражение, придерживаться точки зрения, улучшить уровень обслуживания, оказать 

покровительство, играть большое значение в жизни человека 
 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 6 

Грамматические нормы 

Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальной компетенции: УК-

4.2. 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Понятие грамматических норм. Морфологические и синтаксические нормы. 

2. Грамматические трудности определения категории рода существительных. 

3. Склонение некоторых имён и фамилий. 

4. Особенности употребления форм степеней сравнения прилагательных. 

5. Особенности употребления имён числительных (склонение количественных 

числительных, склонение сложных слов, в состав которых входят числительные). 
 

Вопросы для самоконтроля 

1. Что такое морфологическая норма? 

2. Назовите основные синтаксические единицы. 

3. Какого рода ошибки квалифицируются как грамматические? 

4. Перечислите части речи русского языка. 

5. Как определить род несклоняемого существительного? 

6. Какие существительные относятся к общему роду? 
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7. Существуют ли в русском языке существительные, род которых определить 

нельзя, так как они не имеют формы единственного числа? 

8. Какое окончание имеют в творительном падеже иностранные фамилии на –ов и –

ин (Чаплин, Дарвин, Вирхов)? 

9. Какие синтаксические нормы нарушаются чаще других? Приведите примеры. 

10. В чем заключаются основные различия в склонении количественных и 

порядковых числительных? 

 

Задание 1 

 
Упр.1. Исправьте ошибки в предложениях: 

1. Завкафедры попросила принести ведомости.  

2. Художник изобразил, как дети собирают цветы, придерживаясь манеры художников-

примитивистов. 

3. Между обоими странами были подписаны различные торговые соглашения. 

4. Садовая мебель мокнула под дождём. 

5. У меня нет пятиста сорока рублей. 

6. Я считаю, эта ткань более лучше для карнавального костюма. 

7. Трое юношей и трое девушек исполняли красивый танец. 

8. Библиотека колледжа располагает двумя тысячами триста восемьдесят тремя книгами. 

9. В пакете лежали апельсины, сок, бананы, фрукты. 

10. Подъезжая к дому, собаки встретили нас громким лаем. 

11. Рассматривая иллюстрации в журнале, моё внимание привлекла одна фотография. 

12. Осторожно, не подскользнись!  

13. Мультимедийные технологии – самое новейшее направление в преподавании. 

14. У меня нет времени, чтобы пойти постричься. 

15. Дети ушли гулять вопреки запрета родителей. 

 

Упр. 2. Фамилии из скобок поставьте в нужной форме (т.е., изменив, в случае 

необходимости). В некоторых предложениях есть ошибки в склонении имён и 

фамилий, исправьте их: 

1. Фонд помощи был основан (Елизавета Глинка), известной как Доктор Лиза. 

2. В дипломных работах Ольги (Стрельчук) и её брата Олега (Стрельчук) нарушена 

нумерация страниц. 

3. У творчества (Б. Окуджава) было огромное количество поклонников.  

4. Режиссёр гордился знакомством с (Чарли Чаплин). 

5. Лекция киноведа была посвящена творчеству знаменитого французского актёра 

(Жан-Поль Бельмондо). 

6. Многие знают Виктора (Зинчук) как виртуозного гитариста. 

7. Образ (Эрнесто Че Гевара) слишком романтизирован, в наши дни многие авторы 

пишут об истинном лице этого человека. 

8. Сейчас немногие дети читают Марк Твена. 

9. Поговорите с Иван Ивановичем, он просил вас зайти. 

 

Упр. 3. Исправьте ошибки в предложениях: 

1. Сейчас диктор подтвердил о том, что шайбу забросил наш хоккеист.  

2. Я всегда читаю рецензии о фильмах, чтобы решить, смотреть фильм или нет.  

3. Благодаря комментариев Ю. Лотмана к «Евгению Онегину» читатели романа лучше 

понимают эпоху Пушкина. 

4. Вопреки распространённого суеверия, рассыпанная соль не приводит к ссоре. 

5. Выводы комиссии противоречат с мнением коллектива лаборатории. 
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Упр. 4. Исправьте ошибки, связанные с неправильным употреблением деепричастного 

оборота. 

1. Проходя по дачному поселку, на меня пахнуло свежестью жасмина. 

2. Спрыгнув с подножки автобуса, у меня упала сумка. 

3. Прочитав это письмо, мне стало даже смешно. 

4. Гуляя по Парижу, восхищение охватывает любого человека. 

5. Расставив знаки препинания неправильно, предложение может потерять смысл.  

6. Как приятно знать, что, придя домой после работы, щенок встретит меня радостным 

лаем.  

 

Упр. 5. Согласуйте несклоняемые имена существительные с именами 

прилагательными; от глаголов в неопределённой форме, находящихся в скобках, 

образуйте прошедшее время. 

 

1) ГЭС (возобновить) работу после аварии. 2) На грядках (расти) заморск… кольраби. 3) 

Он обнаружил в кармане мят..., потёрт... евро. 4) Знаменитый пианист попросил, чтобы 

для концерта привезли нов… рояль. 5) РПЦ (призвать) к прекращению кровопролития. 6) 

ЕГЭ (стать) проблемой для многих школьников. 7) Неподалеку (находиться) заброшен… 

ранчо. 8) Введённ… весной эмбарго был… нарушен… 9) На нас (смотреть) ярк… какаду.  

 
Упр. 6. Исправьте ошибки, связанные с употреблением множественного числа 

существительных. Имейте в виду, что в двух предложениях НЕТ ошибки. 

 

1. Часто дорогие крема не оправдывают своей цены. 

2. Интересно, сколько сока в двух килограммах апельсин. 

3. У него ещё нет ни туфлей, ни костюма на выпускной вечер. 

4. Не забудь взять с собой в поход пару тёплых носок. 

5. У армяней и у грузин много красивых национальных обычаев. 

6. Оказалось, что этот серебряный нож весит 80 грамм. 

7. Договоры на поставку утеплителя были заключены ещё в декабре.  

8. С детства он боялась цыганей. 

9. Удивляюсь, как можно разбить пять блюдцев за месяц!  

10. Поверх клубники в корзинке лежало несколько черешен. 

 

 
ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 7  

Понятие функционального стиля. Общая характеристика функциональных 

стилей речи. Общая характеристика основных жанров научного стиля. Разговорная 

речь в системе функциональных разновидностей русского литературного языка. 

Изобразительные средства речи 
Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальной компетенции: УК-

4.2. 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Понятие «функциональный стиль речи» (определение, стилеобразующие 

факторы, подстилевое и жанровое своеобразие). Взаимодействие стилей. 

2. Общая характеристика функциональных стилей: 

2.1. обиходно-разговорного,  

2.2. литературно-художественного,  

2.3. общественно-публицистического,  

2.4. научного, 

2.5. официально-делового* 
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* Официально-деловой стиль будет более подробно рассмотрен в Лекции 8 

3. Изобразительные средства речи. 
 

Вопросы для самоконтроля 

1. Что такое функциональный стиль? 

2. Что такое жанр? 

3. Что такое стилеобразующие факторы? 

4. Для какого функционального стиля характерна аналитичность, логичность, 

аргументированность? 

5. Какие тексты называются первичными? Какие – вторичными? В чем особенности 

вторичных текстов? 

6. Каковы основные стилевые особенности языка науки? 

7. Что представляет собой лексика научной речи? Из каких пластов она состоит? 

8. Что такое терминология? Каковы особенности термина? 

9. Особенности какого стиля закреплены в ГОСТах? 

10. Какие две противоположные тенденции наблюдаются в текстах газетного стиля? 

11. Каковы доминанты функциональных стилей? 

12. В каком из функциональных стилей не имеет место предварительный отбор 

языковых средств? 

 
Задание 1 

1. Прочитайте отрывок из книги К.И. Чуковского «Живой как жизнь». Определите 

тему, основную мысль текста. 

... Одно дело – официальная речь, а другое – разговор с глазу на глаз. «Чувство 

соразмерности и сообразности» играет и здесь решающую роль: им определяется стиль 

нашей речи. 

«О том, что принято и не принято в языке, имеет право судить стилистика, – 

говорит Лев Успенский. – Стилистика – сложная и тонкая отрасль знания, стоящая на 

грани науки и искусства. Она (я говорю о стилистике разговорного языка) требует не 

только знаний, но и чутья. Зачастую её рецепты, годящиеся для одного стиля речи, 

неприменимы для другого». 

И Лев Успенский приводит очень рельефный пример: 

«Когда двое мальчишек в школе говорят между собою, только педант найдет 

недопустимой реплику: 

– Ты опять пару хватанул? Эх ты! То пара, то кол ... Срежешься на экзамене, и 

выставят из школы. 

Но если вы увидите, – продолжает писатель, – письмо директора родителям, где 

говорится: 

«Уважаемые товарищи! Поскольку ваш сын опять хватанул пару, а в табеле у него 

то пара, то кол, он непременно срежется на экзамене, и я вынужден буду выставить его из 

школы», – вы решите, что директор по меньшей мере странный человек. 

Слова и там и тут одинаковые, все они значатся в наших словарях, содержание 

сказанного одно и то же. Всё правильно, но в одном случае так говорить принято, а в 

другом – не принято. Стилистически неуместно». 

Вопросы: 

1. Как вы понимаете, что такое «чувство соразмерности и сообразности»? 

2. Подберите синоним к фразеологизму с глазу на глаз. 

3. Расскажите об особенностях официально-делового и разговорного стилей. 
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2. Выпишите из любых источников (справочник, энциклопедический словарь, 

учебник) 5 слов/выражений, являющихся научными терминами. Укажите их 

значение, область применения. 

Например: Суффиксация – образование слов с помощью суффиксов, один из 

наиболее продуктивных способов словообразования. Термин используется в языкознании. 

 

3. Ознакомьтесь с некоторыми теоретическими определениями, после чего 

выполните практическое задание «Изобразительно-выразительные средства 

художественного стиля»: 

 

ПЕРИФРАЗА (греч. periphrasis – окольный оборот, иносказание) – троп; замена 

одного слова описательным выражением, передающим смысл («царь зверей» – вместо 

«лев» и т. п). 

АНТИТЕЗА (греч. antithesis – противоположение) – стилистическая фигура; 

сопоставление или противопоставление контрастных понятий или образов. "Так мало 

пройдено дорог, так много сделано ошибок..." (С. Есенин). 

АНТИФРАЗ (антифразис) – употребление слова в противоположном смысле 

(«герой», «орёл», «мудрец»). 

ГРАДАЦИЯ – стилистическая фигура, последовательное нагнетание или, 

наоборот, ослабление силы однородных выразительных средств художественной речи. 

ПАРЦЕЛЛЯЦИЯ – экспрессивный синтаксический прием интонационного 

деления предложения на самостоятельные отрезки, графически выделенные как 

самостоятельные предложения («И снова. Гулливер. Стоит. Сутулясь» 

П. Г. Антокольский). 

ОКСИМОРОН (оксюморон) (греч. oxymoron – остроумно-глупое) –  сочетание 

контрастных, противоположных по значению слов (живой труп, гигантский карлик...). 

ГРАФОН – фигура речи, представляющая собой стилистически значимое 

отклонение от графического стандарта и/или орфографической нормы 

 

ЗАДАНИЕ: Определите вид фигуры речи (оксюморон, антитеза, антифразис, 

градация, парцелляция, графон, перифраз):  

 

1) ручьи, потоки, реки, океаны слёз...  

2) "Они сошлись. Волна и камень..."  

3) А городской старик смотрел на него. Внимательно. Грустно. 

4) "пышное природы увяданье", 

5) Ты и убогая, ты и обильная, ты и могучая, ты и бессильная, матушка Русь. 

6) «Интернет заполнен начинающими писателями, известными писателями, видными 

писателями, выдающимися писателями и просто графоманами» 

7) Так мало пройдено дорог, так много сделано ошибок… 

8) Город пышный, город бедный! 

9) правдивая ложь 

10) степное море 

11) Наш умник восьмую двойку за неделю получил. 

12) "веселая грусть", "черная белизна" 

13) «Витамины для больных диабетом. Безопасно. Удобно. Спрашивайте в аптеках вашего 

города!» 

14) «Люблю тебя, Петра творенье!»  

15) "Берегите жубы с детштва!"  

16) «ВСТРЕЧАЙ ЗИМУ сМЕХОМ!» 
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ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 8  

Официально-деловой стиль: определение, функции, признаки. Лексические и 

синтаксические особенности официально-делового стиля. Общая характеристика 

основных жанров официально-делового стиля.  
Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальной компетенции: УК-

4.2. 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Общая характеристика официально-делового стиля: стилевая доминанта, сфера 

функционирования, жанры, стилевые черты.  

2. Лексико-грамматические особенности официально-делового стиля.  

3. Нормы СРЛЯ применительно к официально-деловому стилю. 

4. Понятие делового документа. Основные функции документов и их 

классификация.  

5. Унификация и стандартизация документов.  

6. Требования к оформлению документов. Реквизиты. 
 

Вопросы для самоконтроля 

1. Какие сферы общественной деятельности обслуживают официально-деловой 

стиль и его подстили? 

2. Охарактеризуйте жанры официально-делового стиля речи. 

3. Каковы стилевые черты официально-делового стиля речи? 

4. Каким ещё термином обозначают долженствующе-предписывающий характер 

изложения в официально-деловом стиле? 

5. Что такое документ? 

6. Каковы функции документа? 

7. Что такое реквизиты? Приведите примеры реквизитов. 

8. Что понимается под унификацией деловых документов? 

9. Каковы требования к составлению деловых текстов? 

10. Какого рода термины могут использоваться в официально-деловом стиле? 

11. Приведите примеры расщеплённых сказуемых. 

12. Что такое паронимы? 

13. Приведите примеры существительных – названий людей по признаку, 

обусловленному действием или в соответствии с социальной ролью. 
 

Задание 1 

1. По основанию «первичность происхождения» различают ______________ (первый 

экземпляр) и ____________ (все остальные экземпляры) документа. 

 

2. _____________________ — процесс приведения чего-либо к единой системе, форме, к 

единообразию. 

 

3. ________________  это обязательные элементы  документа: автор документа, адресант, 

подпись, дата, номер документа, гриф учреждения, печать.  

 

4. ___________________ – это обязательный информационный элемент документа, 

который должен быть расположен на определенном месте бланка или листа документа. 

 

5. Совокупность реквизитов и схема их расположения на документе называются 

_____________________ документа. 
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6. Нужно ли соблюдать орфоэпические нормы при составлении деловых, служебных 

документов? ДА / НЕТ 

 

7. Требования к языковым средствам и стилю изложения информации в документе 

(зачеркните лишнее): образность; однозначность используемых слов и терминов; 

нейтральный тон изложения; соблюдение лексико-грамматических и стилистических 

норм, обеспечивающих точность и ясность изложения; лаконичность текста; 

фамильярность. 

 

8. Замените «расщеплённые» сказуемые (глагольно-именные сочетания) глагольными: 

Произвести улучшение, осуществлять заботу, произвести выплату, подвергнуть 

сокращению, осуществлять выдачу, допустить отставание, подвергнуть исследованию, 

произвести посев, осуществить руководство, достигнуть опережения, осуществить сбор 

налогов, произвести осмотр, нести ответственность. 

 

9. Замените профессионализмы, функционирующие в устной деловой речи, 

литературными синонимами: платёжка, нал, безнал, генеральный (обозначение 

должности), кадровик, оптовик, неучтёнка, накрутка, обналичка. 

 

10. По содержанию и назначению документов определите их вид. 

Виды документов: доверенность, протокол, резюме, докладная записка, характеристика, 

договор, автобиография, объяснительная записка. 

 

Вид документа Характеристика документа 

 документ, представляющий потенциальному работодателю анкетные 

данные, профессиональные и личные качества и возможности 

претендента на получение какой-либо должности 

 документ, представляющий собой соглашение сторон 

 документ, в котором дается краткое описание своей жизни 

 документ, в котором говорится о профессиональных и личных 

качествах человека 

 документ, излагающий должностному лицу причины нарушения 

трудовой (учебной) дисциплины 

 документ, свидетельствующий о предоставлении права другому лицу 

на совершение определенных действий 

 документ, фиксирующий ход обсуждения вопросов и принятия 

решений на собраниях 

 

11. Ваша задача – составить документ официально-делового стиля речи. Условие: Вы не 

явились на День информирования. Напишите объяснительную записку на имя зав. 

кафедрой. 

 

12. П.В. Веселов, один из крупнейших специалистов в области документной лингвистики 

считает: "Бланк – это своего рода идеальная основа деловой бумаги, в заполненном виде 

это тот эталон, к которому она стремится и которого достигает. В бланке жесткость 

формы сводит к нулю все возможности нескольких толкований". Приходилось ли вам 
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заполнять бланковые формы в ситуациях официально-делового общения? Приведите 

примеры. 
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Новикова Л.И.— Электрон. текстовые данные.— М.: Российский государственный университет 
правосудия, 2016.— 216 c.- http://www.iprbookshop.ru/49609 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Методические указания по изучению дисциплины «Культура устной и письменной 

речи» представляют собой комплекс рекомендаций и разъяснений, позволяющих студенту 

оптимальным образом организовать процесс изучения данной дисциплины. 

Данные методические указания направлены на систематизированное и логически 

последовательное изучение специфики культуры устной и письменной речи, норм 

современного русского литературного языка, основ невербального общения с помощью 

обсуждения проблемных вопросов по теме, решения проблемных ситуаций и задач, 

тестов, подготовки рефератов, презентаций. 

Перед началом курса целесообразно ознакомиться со структурой дисциплины на 

основании программы, а также с последовательностью изучения тем и их объёмом. С 

целью оптимальной самоорганизации необходимо сопоставить эту информацию с 

графиком занятий и выявить наиболее затратные по времени и объёму темы, чтобы 

заранее определить для себя периоды объёмных заданий. 

 

1. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 

Цель освоения дисциплины – формирование у обучающихся универсальной 

компетенции, предусмотренной ФГОС ВО, что достигается в процессе формирования 

речевой культуры, повышения уровня практического владения современным русским 

литературным языком в разных сферах его функционирования, в устной и письменной 

разновидностях, на основе совершенствования коммуникативной, языковой, 

лингвистической, общекультурной компетенций. Наряду с образовательной практико-

ориентированной целью данный курc реализует развивающие и воспитательные цели: 

развитие когнитивных и исследовательских умений, повышение общей гуманитарной 

культуры обучаемых, формирование уважительного отношения к национальным 

духовным ценностям, межкультурной толерантности. 

В результате освоения данной дисциплины у обучающегося формируется 

компетенция УК-4.2: выбирает на государственном языке коммуникативно приемлемый 

стиль общения, вербальные и невербальные средства взаимодействия с партнерами. 

Часть курса должна изучаться студентом самостоятельно. Самостоятельная работа 

является эффективным видом обучения, ориентированным на приобретение студентами 

научных знаний, навыков и умений, а также их применение в дальнейшей 

профессиональной деятельности. 

 

2. КОНТРОЛЬНЫЕ ТОЧКИ И ВИДЫ ОТЧЕТНОСТИ ПО НИМ 

Контроль качества и сроков выполнения практических заданий осуществляется в 

соответствии с учебным графиком. Оформляется в соответствии с заданием. 

Контроль качества реферата осуществляется в соответствии с учебным графиком. 

Оформляется в соответствии с заданием. 

Успеваемость студентов по каждой дисциплине оценивается в ходе текущего 

контроля и промежуточной аттестации.  

 

3. ОБЩИЕ МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ИЗУЧЕНИЮ 

ТЕОРЕТИЧЕСКОГО МАТЕРИАЛА 

Изучение любого раздела или темы следует начинать с ознакомления с вопросами 

плана изучения темы. При изучении материала необходимо помимо лекционных 

материалов использовать рекомендуемую основную и дополнительную литературу для 

лучшего усвоения материала. 

Осваивать теорию следует в соответствии с той последовательностью, которая 

представлена в плане лекции. Методика работы с литературой предусматривает ведение 
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записи прочитанного в виде плана – конспекта, опорного конспекта. Это позволит сделать 

знания системными, зафиксировать и закрепить их в памяти. 

Для успешного освоения дисциплины, необходимо самостоятельно детально 

изучить представленные темы по рекомендуемым источникам информации. При 

подготовке к занятиям следует руководствоваться указаниями и рекомендациями 

преподавателя, использовать основную литературу из представленного им списка. Для 

наиболее глубокого освоения дисциплины рекомендуется изучать литературу, 

обозначенную как «дополнительная» в представленном списке в РПД.  

Вопросы для подготовки к устному опросу текущего контроля (Блок 1) 

1. Понятие культуры речи. Аспекты культуры речи.  

2. Язык как знаковая система.  

3. Язык и речь. 

4. Функции языка.  

5. Устная и письменная речь. 

6. Государственная языковая политика и современный статус русского языка. 

7. Понятие «современный русский литературный язык». Соотношение понятий 

«национальный русский язык» и «современный русский литературный язык». 

8. Коммуникативные качества речи. 

9. Понятие коммуникативной неудачи (коммуникативный сбой). 

10. Нормативный аспект культуры речи. Понятие нормы. 

11. Нормы русского литературного языка. Варианты норм, типы норм. 

12. Кодифицирование нормы. 

13. Правила произношения гласных звуков. Основные особенности произношения 

согласных в русском языке (твёрдость /мягкость, глухость/звонкость русских согласных). 

14. Особенности произношения согласных звуков. Произношение ряда 

орфографических сочетаний (ЧН, ЧТ, ЩН, ЗЖ, СЧ, ДЧ, ТЧ, ДЦ, ТЦ, ТСЯ, ТЬСЯ). 

15. Особенности русского ударения. 
 

 Вопросы для подготовки к устному опросу текущего контроля (Блок 2) 

1. Понятие лексических норм современного русского литературного языка. 

2. Лексический состав современного русского языка с точки зрения сферы 

употребления (общенародная лексика, лексика ограниченного употребления). 

Стилистическая окрашенность лексики. 

3. Лексические нормы с точки зрения грамотной лексической сочетаемости, 

уместности словоупотребления, чистоты речи. 

4. Многословие (лексическая избыточность). Плеоназм. Тавтология. Лексическая 

недостаточность. 

5. Понятие грамматических норм. Морфологические и синтаксические нормы. 

6. Грамматические трудности определения категории рода существительных. 

7. Склонение некоторых имён и фамилий. 

8. Особенности употребления имён числительных (склонение количественных 

числительных, склонение сложных слов, в состав которых входят числительные). 

9. Понятие «функциональный стиль речи» (определение, стилеобразующие 

факторы, подстилевое и жанровое своеобразие). Взаимодействие стилей. 

10. Стилевые доминанты функциональных стилей: обиходно-разговорного, 

литературно-художественного, общественно-публицистического, научного. 

11. Стилевая доминанта, сфера функционирования, жанры, стилевые черты 

официально-делового стиля.  

12. Нормы СРЛЯ применительно к официально-деловому стилю. 

13. Понятие делового документа. Основные функции документов и их 

классификация.  

14. Унификация и стандартизация документов.  
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15. Требования к оформлению документов. Реквизиты. 

16. Невербальное общение. 

17. Риторический канон. 

 

Критерии оценки устного опроса 

Обучающийся демонстрирует системные знания, умения отбирать, анализировать, 

обобщать, классифицировать, интерпретировать информацию. Обучающийся анализирует 

элементы, устанавливает связи между ними. Обучающийся демонстрирует владение 

концептуально-понятийным аппаратом дисциплины. Полнота ответа на поставленный 

вопрос, умение использовать термины, приводить примеры, делать выводы. 

Критерии получения оценки:  

- результат, содержащий полный правильный ответ – максимальное количество 

баллов (3 балла, что соответствует оценке «отлично»); 

- результат, содержащий неполный правильный ответ: общие, не 

структурированные знания, частично сформированные умения отбирать, анализировать, 

обобщать, классифицировать, интерпретировать информацию; обучающийся знает, 

понимает основные положения дисциплины, но изложение материала не является точным, 

уверенным и аргументированным (2 балла, что соответствует оценке «хорошо»); 

- результат, содержащий неполный правильный ответ: фрагментарные знания, 

слабо сформированные умения отбирать, анализировать, обобщать, классифицировать, 

интерпретировать информацию; затруднения в использовании научно-понятийного 

аппарата курса; при изложении материала обучающийся допускает неточности, нарушает 

последовательность в изложении (1 балл, что соответствует оценке «удовлетворительно»); 

- результат, содержащий неполный правильный ответ (степень полноты ответа – 

менее 30%), неправильный ответ (ответ не по существу задания) или отсутствие ответа; 

отсутствие знаний, крайне разрозненные представления, отсутствие умений или крайне 

слабо сформированные умения отбирать, анализировать, обобщать, классифицировать, 

интерпретировать информацию. Обучающийся имеет представление о содержании 

дисциплины, но не знает основные положения (темы, раздела и т.д.); допущены 

принципиальные ошибки при изложении материала (0 баллов, что соответствует оценке 

«неудовлетворительно»).  

 

4. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ОСВОЕНИЮ ЛЕКЦИОННОГО 

МАТЕРИАЛА И ПОДГОТОВКЕ К ПРАКТИЧЕСКИМ ЗАНЯТИЯМ 

Выпускнику вуза необходимо реализовать себя не только в узкой 

профессиональной области, но и в сложной многогранной системе социальных и 

межличностных связей и отношений. Общество видит в человеке с высшим образованием 

носителя высокой культуры со сформировавшейся системой нравственных ценностей, 

гражданскими качествами и активной жизненной позицией. Поэтому государственный 

образовательный стандарт придаёт большое значение универсальным компетенциям. 

Дисциплина «История» является одним из предметов, посредством которых происходит 

формирование универсальных компетенций. 

Необходимым условием успешной учебы в вузе является самоконтроль, особенно с 

учётом того, что многие студенты впервые оказались вдали от семьи, привычной 

домашней обстановки.  

Лекции – это форма учебного занятия, цель которой состоит в рассмотрении 

теоретических вопросов излагаемой дисциплины в логически выдержанной форме. 

Лекции рекомендуется конспектировать, так как они являются звеном, связывающим вас с 

учебником, историческими источниками и подготовкой к практическим занятиям.  

Практическое занятие – это занятие, проводимое под руководством 

преподавателя в учебной аудитории, направленное на углубление научно - теоретических 

знаний и овладение определенными методами самостоятельной работы. Практические 
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занятия проводятся в различной форме в соответствии со специфическими особенностями 

преподаваемых учебных дисциплин.  

На лекциях учебный материал усваивается на уровне знакомства, 

характеризующемся узнаванием, различием и опознаванием. На практических занятиях 

осуществляются более высокие уровни усвоения: второй − уровень репродукции, 

позволяющий воспроизводить информацию на обучаемом объекте, третий − уровень 

умений и навыков, характеризующийся возможностью применять знания на практике для 

решения задач некоторого класса, а также переносить знания для решения практических 

задач в другую область деятельности (трансформация). 

Знакомство с дисциплиной происходит уже на первой лекции, где от обучающегося 

требуется не только внимание, но и самостоятельное оформление конспекта. При работе с 

конспектом лекций необходимо учитывать тот фактор, что одни лекции дают ответы на 

конкретные вопросы темы, другие – лишь выявляют взаимосвязи между явлениями, 

помогая студенту понять глубинные процессы развития изучаемого предмета как в 

истории, так и в настоящее время.  

Конспектирование лекций – сложный вид вузовской аудиторной работы, 

предполагающий интенсивную умственную деятельность обучающегося.  

Если вы слушаете учебную лекцию с целью усвоения фактов, для анализа и оценки 

содержания, то записи необходимы. Запись очень полезна при слушании, так как она 

помогает сконцентрироваться, дает материал для обзора и возможность возвращения к 

услышанному. Однако, процесс конспектирования сам по себе требует определённых 

усилий, и если навыки конспектирования недостаточно развиты, то запись может 

осложнить процесс слушания. Развитию навыков конспектирования способствует 

соблюдение принципов рационального конспектирования. 

Принципы конспектирования лекции 

Основная ошибка, которую допускают многие при конспектировании устной речи, 

состоит в стремлении подробно записать слова лектора. Этого делать не следует, так как 

при этом теряется нить рассуждений и возможны пропуски. Помните, что конспект – это 

запись смысла, а не запись текста. 

Кроме того, человек тратит силы на подробную запись (скорость письма 

значительно меньше скорости речи – в среднем 60 знаков в минуту), поэтому ему некогда 

думать над содержанием лекции. В конспекте появляются недописанные слова и фразы, 

которые с точки зрения их полезности нельзя сравнить с грамотными сокращениями. 

Основное правило, которое рекомендуется соблюдать при конспектировании, 

заключается в следующем: важнее понять логику изложения в целом, чем записать 

несвязанные, обрывочные фрагменты. Конспект устного выступления (лекции) должен 

представлять собой расширенный план, отражающий его структуру и основные 

положения, содержащий конкретные примеры и цитаты. 

При конспектировании устного выступления рекомендуется придерживаться 

следующих общих принципов: 

1) используйте неформальную систему записи, чем более простую, тем лучше. 

Используйте упрощенную форму структурирования текста, которая включает короткие 

абзацы, предложения, части предложений, отдельные слова. Записи должны быть 

понятными только для вас; 

2) делайте короткие записи. Записывайте только выдающиеся моменты и 

фактический материал. Отмечайте, как оратор делает переходы, когда повторяет свои 

идеи, резюмирует; 

3) используйте сокращения и символы; разработайте свою систему. Постарайтесь 

свести время на запись к минимуму; 

4) делайте разборчивые записи. Убедитесь, что они понятны для вас. Тогда, если 

позже вы захотите их прочесть, вы сможете их расшифровать, записав подробно; 
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5) помечайте важные идеи. Подчеркивайте или маркируйте важные мысли. При 

просмотре записей такие пометки помогут быстро освежить содержание написанного, 

найти нужные места и т. п. Можно делать это и с помощью разноцветных маркеров или 

ручек, подчеркивая термины и определения; 

6) периодически просматривайте записи. В процессе учебы просматривайте записи 

несколько раз. Сопоставляйте новые записи со старыми. Перед зачётом или экзаменом 

изучите все тщательно. 

Техника записи 

Принципы записи устного выступления основываются на уже упоминавшемся 

свойстве речи – её избыточности, в силу которой некоторые слова и даже части 

выступления не несут существенной смысловой нагрузки, а являются как бы 

связывающим звеном, «заполнителем» речи. Поэтому в процессе конспектирования 

необходимо уметь осуществлять два вида упрощений: 1) свёртывание фраз, 2) сокращение 

слов. 

1. Свёртывание фраз. Под свёртыванием фраз понимается процедура смысловой 

компрессии, т. е. выделение во фразе наиболее важных, ключевых слов, и построение из 

них смысловых рядов, которые и должны быть зафиксированы в конспекте. 

Главное правило свертывания фраз: следует отбрасывать те слова, которые можно 

легко восстановить из контекста. Часто можно отбрасывать без потери смысла следующие 

слова в предложении: 

1) группу подлежащего, если она повторяется из предложения в предложение; ее 

можно заменить соответствующим местоимением; 

2) синонимичные прилагательные, которые используются в функции определения; 

3) наречия степени (очень, совершенно, весьма, вполне и т. д.); 

4) некоторые глаголы, выполняющие функцию связок (является, представляет 

собой и т. п.), заменяя их тире; 

2. Сокращение слов. Как уже говорилось, при конспектировании необходимо 

использовать удобные и привычные сокращения слов, так как думать над способом 

сокращения во время записи некогда. Если навыки сокращений слов развиты мало, 

необходимо работать над их совершенствованием, добиваясь автоматизма. 

Работая над конспектом лекций, всегда необходимо использовать не только 

учебник, но и ту литературу, которую дополнительно рекомендовал лектор (список 

рекомендованной литературы по дисциплине приведён в рабочей программе дисциплины 

и методических указаниях). Вследствие недостаточного количества аудиторных часов 

некоторые темы не удается осветить в полном объёме, поэтому преподаватель, по своему 

усмотрению, некоторые вопросы выносит на самостоятельную работу обучающихся, 

рекомендуя ту или иную литературу. Кроме этого, для лучшего освоения материала и 

систематизации знаний по дисциплине, необходимо изучать материалы лекций, используя 

конспекты и учебные пособия. 

Во время самостоятельной проработки лекционного материала особое внимание 

следует уделять возникшим вопросам, непонятным терминам, спорным точкам зрения. 

Подобные моменты следует выделить или выписать отдельно для дальнейшего 

обсуждения на практическом занятии. В случае необходимости следует обращаться к 

преподавателю за консультацией. 

 

Подготовку к каждому практическому занятию обучающийся должен начинать с 

ознакомления с планом практического занятия, который отражает содержание 

предложенной темы. Тщательное продумывание и изучение вопросов плана основывается 

на проработке текущего материала лекции, а затем изучения обязательной и 

дополнительной литературы, рекомендованной к данной теме. Все новые понятия по 

изучаемой теме необходимо выучить; полезно записывать их в глоссарий, который 

целесообразно вести с самого начала изучения курса. Результат такой работы должен 
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проявиться в способности обучающегося свободно ответить на теоретические вопросы 

дисциплины, его выступлении и участии в коллективном обсуждении вопросов изучаемой 

темы, правильном выполнении практических заданий и успешной подготовке к иным 

средствам текущего контроля и промежуточной аттестации.  

Подготовка к практическим занятиям представляет собой внеаудиторную 

самостоятельную работу обучающихся. Она заключается в повторении и актуализации 

имеющихся знаний по теме и их углублении. 

В процессе подготовки к практическим занятиям обучающимся необходимо 

обратить особое внимание на самостоятельное изучение рекомендованной литературы. 

При всей полноте конспектирования лекции, в ней невозможно изложить весь материал 

вследствие лимита аудиторных часов. Поэтому самостоятельная работа с учебниками, 

учебными пособиями, научной, справочной литературой, материалами периодических 

изданий и Интернета является наиболее эффективным методом получения 

дополнительных знаний, позволяет значительно активизировать процесс овладения 

информацией, способствует более глубокому усвоению изучаемого материала, формирует 

у обучающихся свое отношение к конкретной проблеме. Таким образом, успешная 

организация времени по освоению дисциплины во многом зависит от наличия у студента 

умения самоорганизовывать себя и своё время для выполнения предложенных домашних 

заданий.  

Непосредственное проведение практического (семинарского) занятия 

предполагает: 

 - индивидуальные выступления студентов с сообщениями по какому-либо вопросу 

изучаемой темы; 

- фронтальное обсуждение рассматриваемой проблемы, обобщения и выводы; 

- решение тестовых заданий; 

- решение задач и упражнений по образцу; 

 - решение вариантных задач и упражнений; 

 - решение ситуационных задач. 

 

5. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ РЕФЕРАТА 

 К самостоятельной работе относится написание и защита реферата в семестре. 

Подготовка реферата по дисциплине «Культура устной и письменной речи» – важный 

этап учебного процесса, в ходе которого студенты демонстрируют навыки 

самостоятельного исследования и представления его результатов. Тема выбирается 

студентом самостоятельно по согласованию с преподавателем. 

Примерные темы рефератов: 

1.Русский язык в современном мире. 

2.Язык, речь, мышление. 

3.Ораторское искусство в Древней Греции. 

4.Ораторское искусство в Древнем Риме.  

5.Роль М.В. Ломоносова в становлении и развитии русского языка. 

6.Влияние реформ Петра Первого на развитие русского языка. 

7.Риторические традиции в России. 

8.Изобразительно-выразительные средства языка. Тропы и стилистические фигуры. 

9.Успешное межличностное и межкультурное взаимодействие: условия общения и 

причины коммуникативных неудач. 

10.Роль невербальных компонентов в речевом общении. 

11.Речевой этикет, его основные функции и правила. 

12.Изменение нормы литературного языка от Пушкина до наших дней.  

13.Норма в терминологии. Виды терминосистем. 

14.Разговорная речь как особая речевая система. 
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15.Средства массовой информации и культура речи. 

16.Соотношение понятий "литературный язык" и "язык художественной 

литературы".  

17.Правильность письменной речи: русская пунктуация (три принципа пунктуации, 

функции знаков препинания, нормы обязательные и факультативные). 

18.Деловая беседа (цели, задачи, виды, структура). 

19.Деловое совещание (цели, задачи, виды, факторы успеха), деловые переговоры. 

20.Профессиональный жаргон и его место в системе современного русского языка. 

21.Культура дискутивно-полемической речи. Виды споров, логические уловки в 

споре. 

22.Интонация как средство передачи смысла и его эмоциональных характеристик. 

23.Почему мы так говорим? (Из истории слов и выражений). 

24.Межличностное и межкультурное взаимодействие и культура телефонного 

разговора.  

25.Интернет как современная форма межличностного и межкультурного 

взаимодействия. Особенности общения в Интернете. 

26.Интернет: коммуникативные особенности пользователей.  

27.Своеобразие языка телевидения как средства массовой коммуникации. 

28.Специфика языка печати как средства массовой коммуникации. 

29.Проблемы заимствований в современном русском языке. 

30.Способы повышения речевой культуры. 

31.Речевая культура молодежи.  

32.Употребление местоимений «ты» и «Вы» в современной речи.  

33.Проблемы восприятия устной речи.  

34.Изменения в русском речевом этикете последних лет.  

35.Социально обусловленные формы обращения в русском языке.  

36.Особенности профессиональной речи представителей моей будущей профессии.  

37.Презентация как речевой жанр.  

38.Собеседование при приеме на работу как речевой жанр.  

39.Языковой облик газеты/журнала (по выбору студента).  

40.Виды и причины языковых ошибок и коммуникативных неудач. 

 

Общие рекомендации по подготовке реферата 

Реферат – это продукт самостоятельной работы студента, представляющий собой 

краткое изложение в письменном виде полученных результатов теоретического анализа 

определённой научной (учебно-исследовательской) темы, где автор раскрывает суть 

исследуемой проблемы, приводит различные точки зрения, а также собственные взгляды 

на неё. Как правило, реферат является самостоятельным библиографическим 

исследованием студента, носящим описательно-аналитический характер. 

Подготовка реферата подразумевает самостоятельное изучение студентом 

нескольких литературных источников (монографий, научных статей и т.д.) по теме, не 

рассматриваемой подробно на лекции, систематизацию материала и краткое его 

изложение. Цель написания реферата – привитие навыков краткого и лаконичного 

представления собранных материалов и фактов в соответствии с требованиями, 

предъявляемыми к научным отчетам, обзорам и статьям.  

Работа студента над рефератом включает следующие операции: 

- уяснение сути темы (по её названию); 

- выявление литературных источников по данной теме;  
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- ознакомление с содержанием источников, направленным на осмысление его 

внешней и внутренней структуры; 

 - работа над выделением главных смысловых компонентов текста (ключевых слов 

и предложений);  

- отбор наиболее важных сведений из выделенных фрагментов; 

 - составление «связок» из отобранного материала в соответствии с логикой 

изложения фактов;  

- написание реферата.  

Реферат в структурном отношении должен включать:  

- заголовочную часть (введение); 

- собственно реферативную часть (изложение основных положений по плану с 

соответствующими названиями и нумерацией); 

-заключительную часть (выводы);  

- справочную часть (список использованной литературы);  

- оглавление (содержание).  

Введение – это вступительная часть реферата, помещаемая перед основным 

текстом. В нем выявляется актуальность рассматриваемой темы, формулируются цель и 

задачи данного исследования, обосновывается структура работы, дается общий обзор 

источников по данной теме.  

Основная часть реферата – это изложение намеченных в плане разделов, в каждом 

из которых определяется круг вопросов, сопоставляются точки зрения, решаются 

поставленные проблемы, делаются промежуточные  

Заключение подводит итог работы. Оно может содержать краткий повтор основных 

тезисов работы, а также общий вывод, к которому пришел автор реферата. В заключение 

могут формулироваться предложения по дальнейшей научной разработке темы, даваться 

практические рекомендации. 

Список литературы – это перечисление использованных при подготовке и 

написании реферата, расположенных в строго алфавитном порядке и оформленных в 

соответствии с требованиями. 

Текст реферата должен иметь связанное, цельное построение. Недопустимо 

простое тотальное переписывание литературных источников. Язык должен быть кратким, 

ясным, доступным. Реферат оценивается исходя из следующих критериев: 

- поставлена ли цель в работе;  

- сумел ли студент самостоятельно составить логический план к теме и реализовать 

его;  

- каков научный уровень реферата; 

- собран ли достаточный фактический материал;  

- удалось ли раскрыть тему; 

- каков авторский вклад в систематизацию, структурирование материала, в 

составлении заключения; 

 - достигнута ли цель работы. 

Защита реферата представляет собой устное выступление с изложением основных 

задач и проблем темы, с раскрытием основных пунктов плана и выводов по проделанной 

работе. Преподаватель в ходе выступления может задавать дополнительные и 

уточняющие вопросы, ответы на которые позволяют сделать вывод о степени усвоения 

материала. 

Требования к оформлению реферата 

Реферат должен включать: 

1. Титульный лист. 
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2. Содержание (с постраничным указанием параграфов /глав, разделов/, 

заключения, литературы). 

3. Собственно текст работы (распечатан на одной стороне листа; интервал 1.5 или 

1.15; шрифт Times New Roman №14; заглавия – жирный шрифт; нумерация страниц внизу 

или вверху посередине; поля: левое – 2.5 см, правое 1.5 см, верхнее 1.5 см, нижнее 2.0 см). 

4. Литература (оформляется в соответствии с правилами). 

Объём реферата – 5-10 страниц. 

 

Типичные ошибки при написании реферата 

Среди наиболее распространенных недостатков рефератов, созданных студентами, 

можно назвать  

- отсутствие чёткой структуры,  

- неопределённость в постановке задач,  

- чрезмерно высокую степень компилятивности, 

- небрежное или неправильное оформление, 

 - отсутствие справочно-библиографического аппарата; грубые нарушения в 

оформлении списка использованной литературы. 

Критерии оценивания реферата  

Шкала оценивания Оценочное средство 

Реферат 

5 баллов / 

«отлично» 

Компетенция (и) или ее часть (и) сформированы на высоком уровне 

(уровень 3). Обучающийся демонстрирует сформированные 

системные знания, сформированные умения отбирать, анализировать, 

обобщать, классифицировать, интерпретировать информацию. 

Самостоятельно написанный реферат, в котором продемонстрировано 

умение систематизировать и структурировать материал, работать с 

источниками, излагать материал последовательно и грамотно, 

демонстрируя культуру изложения, обобщать и делать выводы; 

выдержано стилевое единство текста, оформление (в том числе 

библиографического списка), соблюдены требования к объему 

реферата. 

4 балла / 

«хорошо» 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на среднем 

уровне (уровень 2). Обучающийся демонстрирует общие, но не 

структурированные знания, частично сформированные умения 

отбирать, анализировать, обобщать, классифицировать, 

интерпретировать информацию. Основные требования к реферату 

выполнены, но при этом имеются недочеты: неточности в изложении 

материала, может быть недостаточно полно развернута аргументация, 

допущены погрешности структурирования материала, оформления (в 

том числе библиографического списка), не выдержан объём. 

3 балла / 

«удовлетворительно» 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на базовом 

уровне (уровень 1). Обучающийся демонстрирует фрагментарные 

знания, слабо сформированные умения отбирать, анализировать, 

обобщать, классифицировать, интерпретировать информацию. 

Неполно или непоследовательно раскрыто содержание материала, но 

показано общее понимание вопроса и продемонстрированы умения, 

достаточные для дальнейшего усвоения материала; допущены ошибки 
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в терминологии, допущены погрешности структурирования 

материала, оформления (в том числе библиографического списка).  

0 баллов / 

«неудовлетворительн

о» 

Компетенция(и) или ее часть (и) не сформированы. Обучающийся 

демонстрирует отсутствие знаний, крайне разрозненные 

представления, отсутствие умений или крайне слабо сформированные 

умения отбирать, анализировать, обобщать, классифицировать, 

интерпретировать информацию. Тема реферата не раскрыта, 

нарушена логика в изложении материала, нет необходимых 

обобщений и выводов; имеются грубые нарушения культуры 

изложения; использовано критически малое количество источников; 

реферат является плагиатом более чем на 90%.  

 

Рекомендации по работе с литературой 

Работа с литературой, помимо изучения материала учебников и учебных пособий, 

включает знакомство с монографиями и научно-исследовательскими статьями, 

фрагментами летописей, указов, мемуаров, законодательными актами и т.д. Развитые 

умения и навыки поиска нужной информации по заданной теме предполагают, что 

студент может извлекать необходимую информации из источников, созданных в 

различных знаковых системах (текст, таблица, график, диаграмма и др.); отделять 

основную информацию от второстепенной; критически оценивать достоверность 

полученной информации; переводить информацию из одной знаковой системы в другую 

(из текста в таблицу, из аудиовизуального ряда в текст и др.).  

Умение работать с текстом приходит далеко не сразу. Наилучший способ 

научиться выделять главное в тексте, улавливать проблематичный характер утверждений, 

давать оценку авторской позиции – это сравнительное чтение, в ходе которого 

обучающийся знакомится с различными мнениями по одному и тому же вопросу, 

сравнивает весомость и доказательность аргументов сторон и делает вывод о наибольшей 

убедительности той или иной позиции. Если в литературе встречаются разные точки 

зрения по тому или иному вопросу, нельзя их отвергать, не разобравшись. При наличии 

расхождений между авторами необходимо найти рациональное зерно у каждого из них, 

что позволит глубже усвоить предмет изучения и более критично оценивать изучаемые 

вопросы. Знакомясь с особыми позициями авторов, нужно определять их схожие 

суждения, аргументы, выводы, а затем сравнивать их между собой и применять из них ту, 

которая более убедительна.  

Таким образом, при работе с источниками и литературой важно уметь: 

сопоставлять, сравнивать, классифицировать, группировать, систематизировать 

информацию в соответствии с определенной учебной задачей; обобщать полученную 

информацию, оценивать прослушанное и прочитанное; фиксировать основное содержание 

сообщений; формулировать устно и письменно основную идею сообщения; составлять 

план, формулировать тезисы; готовить и презентовать развернутые сообщения типа 

доклада/реферата; пользоваться реферативными и справочными материалами. 

 

6. МЕТОДИЧЕСКИЕ РКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ К 

ТЕСТИРОВАНИЮ 

 

Успешное выполнение тестовых заданий является необходимым условием 

итоговой положительной оценки в соответствии с рейтинговой системой обучения. 

Выполнение тестовых заданий предоставляет студентам возможность самостоятельно 
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контролировать уровень своих знаний, обнаруживать пробелы в знаниях и принимать 

меры по их ликвидации. Форма изложения тестовых заданий позволяет закрепить и 

восстановить в памяти пройденный материал. Тестовые задания охватывают основные 

вопросы по дисциплине «Культура устной и письменной речи».  

Банк тестовых заданий включает тестовые задания следующих типов: 

– задание с выбором одного ответа (закрытой и открытой формы); 

– задание с множественным выбором; 

– задание на установление правильной последовательности; 

– задание на установление соответствия. 

К заданиям закрытой формы относятся задания, при выполнении которых 

тестируемый выбирает правильный(-ые) ответ(-ы) из предложенного набора ответов (с 

единичным выбором; с множественным выбором). 

К заданиям открытой формы относятся задания, при выполнении которых 

тестируемый самостоятельно формулирует ответ, регламентированный по содержанию и 

форме представления (с регламентированным ответом или свободно конструируемым 

ответом).  

Задания на установление соответствия – это задания, при выполнении которых 

необходимо установить правильное соответствие между элементами двух множеств: 

объектов (субъектов, процессов) и их атрибутов (свойств, характеристик, структур и т.п.). 

Задания на установление последовательности – это задания, при выполнении 

которых необходимо установить правильную последовательность действий, событий, 

операций (порядок среди однородных элементов некоторой группы действий, событий, 

операций).  

В тест включаются задания различных уровней трудности. Под трудностью 

тестового задания понимается количество мыслительных операций и характер логических 

связей между ними, характеризующих продолжительность поиска и нахождения верного 

решения. 

Для выполнения тестовых заданий студенты должны изучить лекционный 

материал по теме, соответствующие разделы учебников, учебных пособий и других 

источников. 

Контрольный тест выполняется студентами самостоятельно во время семинарских 

занятий. 

 

Критерии оценивания результатов теста 

Оценка «отлично» выставляется студенту, если количество правильных ответов 

на тестовые задания превышает 90 %. 

Оценка «хорошо» выставляется студенту, если количество правильных ответов на 

тестовые задания превышает 70 %. 

Оценка «удовлетворительно» выставляется студенту, если количество 

правильных ответов на тестовые задания превышает 50 %. 

Оценка «неудовлетворительно» выставляется студенту, если количество 

правильных ответов на тестовые задания составляет менее 50 %, либо ответы 

заимствованы. 

 

Количество правильно выполненных 

заданий (10 вопросов) 

Оценка 

9-10 (90-100%) 3 балла /«отлично» 

7-8 (70-80%) 2 балла /«хорошо» 
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6 (60%) 1 балл /«удовлетворительно» 

5-0 (50% и менее) 0 баллов /«неудовлетворительно» 

 

7. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ КОНТРОЛЬНОЙ 

РАБОТЫ  

(ДЛЯ ОБУЧАЮЩИХСЯ ЗАОЧНОЙ ФОРМЫ) 

Письменная контрольная работа – это одна из форм оценки уровня подготовки 

студентов, цель которой – закрепление теоретических знаний, полученных студентами в 

процессе изучения данной дисциплины, и приобретение ими навыков практического 

анализа закономерностей исторического развития общества, умения критически 

оценивать надёжность источников информации, выявлять противоречивую информацию.  

Выполнение контрольной работы способствует приобретению студентами 

навыков самостоятельной работы с первоисточниками, учебной, научной и специальной 

литературой, умений выделять в них главное, анализировать, обобщать, логично излагать 

изученный материал. Контрольная работа является отчетом о самостоятельной работе 

студента. 

Контрольная работа по дисциплине «Культура устной и письменной речи» 

включает один теоретический вопрос, тестовую часть и ситуационную задачу. Комплект 

контрольных работ представлен 10 вариантами. Номер варианта контрольной работы 

определяется по последней цифре зачётной книжки.  

Оформление контрольной работы и порядок защиты 

Контрольная работа должна иметь титульный лист, непосредственно текст 

(условие задач и решение). Контрольная работа должна быть аккуратно оформлена 

(формат А4, машинописный текст, размер левого поля 20 мм, правого – 10 мм, верхнего – 

20 мм, нижнего – 20 мм, отступ красной строки 1,5, межстрочный интервал 1,5, шрифт 14, 

TimesNewRoman), иметь нумерацию страниц и список использованных источников, в 

котором указываются все использованные литературные источники, расположенные в 

алфавитном порядке и пронумерованные. 

Контрольная работа представляется на проверку преподавателю, далее 

осуществляется защита в виде собеседования. 

Критерии оценивания контрольной работы 

По результатам устного опроса по контрольной работе обучающемуся 

выставляется оценка «зачтено», или «не зачтено». 

Оценка «зачтено» выставляется обучающемуся, если:  

– обучающийся знает и воспроизводит основные положения дисциплины в 

соответствии с заданием, применяет их для выполнения типового задания, в котором 

очевиден способ решения;  

– обучающийся демонстрирует базовые знания, умения и навыки, примененные 

при выполнении заданий контрольной работы; 

– у обучающегося не имеется затруднений в использовании научно-понятийного 

аппарата в терминологии курса, а если затруднения имеются, то они незначительные;  

– на дополнительные вопросы преподавателя обучающийся дал правильные или 

частично правильные ответы. 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на базовом уровне. 

Оценка «не зачтено» ставится обучающемуся, если:  

– обучающийся имеет представление о содержании дисциплины, но не знает 

основные положения (темы, раздела, закона и т.д.), к которому относится задание, не 

владеет навыками в области изучаемой дисциплины; 

– обучающийся не демонстрирует базовые знания, умения и навыки, необходимые 

для выполнения заданий контрольной работы; 
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– в процессе ответа по теоретическому и практическому материалу, 

содержащемуся в вопросах контрольной работы, допущены принципиальные ошибки при 

изложении материала.  

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) не сформированы. 

Контрольная работа, признанная не отвечающей предъявляемым требованиям, 

возвращается студенту для доработки, при этом указываются её недостатки и даются 

рекомендации для их устранения. Студенту предлагается с учетом замечаний 

преподавателя вторично представить контрольную работу вместе с первой работой. 

 

8. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ К ЗАЧЁТУ 

Процедура зачета как отдельное контрольное мероприятие проводится по 

следующим вопросам: 

1. Русский язык в современном мире. Государственная политика в области 

русского языка. Русский язык как средство межкультурного взаимодействия в 

многонациональном государстве. 

2. Литературный язык как высшая форма русского национального языка. 

Нелитературные формы национального языка.  

3. Язык как знаковая система. Функции языка. 

4. Язык и речь. 

5. Устная и письменная разновидности литературного языка. 

6. Понятие о культуре речи. её составляющие (три аспекта культуры речи). 

7. Нормативный аспект культуры речи. Языковая норма. Вариантность норм. 

Классификация норм. 

8. Орфоэпические нормы. Основные правила литературного произношения в 

современном русском литературном языке. 

9. Лексические нормы современного русского литературного языка. Алогизм. 

Речевая избыточность. Лексическая сочетаемость. 

10. Морфологические нормы русского литературного языка. Род несклоняемых 

имен существительных. Род сложносокращённых слов. 

11. Формы и особенности электронной коммуникации. 

12. Синтаксические нормы. Примеры нарушения синтаксических норм. 

13. Богатство русской речи. Паронимы. Омонимы. 

14. Богатство русской речи. Антонимы. Синонимы. Многозначность слова. 

15. Коммуникативные качества речи. 

16. Функциональные стили современного русского литературного языка. 

17. Научный стиль, его особенности. Терминосистемы. Язык символов. 

18. Публицистический стиль, его стилевые черты, сфера функционирования, 

жанры. 

19. Официальность, стандартность и точность как ведущие черты делового стиля. 

20. Приемы унификации языка служебных документов. 

21. Документ; комплекс реквизитов; формуляр документа. 

22. Личные (официальные) документы. Заявление. Автобиография. Доверенность. 

Резюме. Объяснительная записка. 

23. Лексическая система официально делового стиля. Канцеляризмы. 

24. Изобразительно-выразительные средства языка (метафора, метонимия, 

синекдоха, сравнение, эпитет, гипербола, литота, аллегория, олицетворение, оксюморон, 

градация, перифраз, антитеза). 

25. Разговорная речь в системе функциональных разновидностей русского 

литературного языка. 

26. Роды и виды ораторской речи.  

27. Основные этапы подготовки к публичному выступлению. Риторический канон. 
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28. Оратор и его аудитория. Установление контакта со слушателями. Особенности 

аудитории. Поведение и внешний вид оратора. 

29. Новые явления в разговорном языке начала XXI века (заимствования, жаргоны, 

просторечие, язык молодёжи). 

30. Невербальные средства общения. 

 

Зачет выставляется по результатам работы в семестре, при сдаче всех 

контрольных точек, предусмотренных текущим контролем успеваемости. Для студентов 

ЗФО необходимо подготовить и защитить контрольную работу.  

Оценка «не зачтено» выставляется обучающемуся, если: 

- обучающийся имеет представление о содержании дисциплины, но не знает 

основные положения темы, раздела и т.д.), к которому относится задание; 

- в процессе ответа по теоретическому и практическому материалу допущены 

грубые принципиальные ошибки. Компетенция или её часть не сформированы. 

 

СПИСОК РЕКОМЕНДУЕМЫХ ИНФОРМАЦИОННЫХ ИСТОЧНИКОВ 
Основная литература 

 Авторы, 
составители 

Заглавие Издательство, год Адрес 

Л1.1 Веселкова Т. В., 
Выходцева И. 
С., Любезнова 
Н. В. 

Культура устной и письменной 
коммуникации: Учебное пособие 

Саратов: Вузовское 
образование, 2016 

http://www.iprbookshop.ru/54473
.html 

Л1.2 Решетникова Е. 
В. 

Русский язык и культура речи: 
Учебное пособие 

Саратов: Ай Пи Эр 
Медиа, 2018 

http://www.iprbookshop.ru/70278
.html 

Л1.3 Волосков И.В. Русский язык и культура речи с 
основами стилистики: Учебное 
пособие 

Москва: ООО 
"Научно-
издательский центр 
ИНФРА-М", 2019 

http://znanium.com/go.php?id=98
8542 

Дополнительная литература 

 Авторы, 
составители 

Заглавие Издательство, год Адрес 

Л2.1 Голуб И. Б., 
Неклюдов В. Д. 

Русская риторика и культура речи: 
Учебное пособие 

Москва: Логос, 2014 http://www.iprbookshop.ru/51640
.html 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

При изучении курса наряду с овладением студентами теоретическими 

положениями уделяется внимание приобретению практических навыков, с тем, чтобы они 

смогли успешно применять их в своей последующей работе. 

Цель освоения дисциплины - формирование у обучающихся компетенций, 

предусмотренных ФГОС ВО, что достигается формированием личности студентов, 

развитием их интеллекта и способностей к логическому и алгоритмическому мышлению; 

формированием у обучающихся теоретических знаний математики, необходимых для  

глубокого понимания и качественного усвоения специальных дисциплин; демонстрацией 

связей законов математики с другими дисциплинами;  

- обучение приёмам исследования и решения математически формализованных 

задач; выработки у обучающихся умения анализировать полученные результаты; 

привитием навыков самостоятельного изучения литературы по математике и её 

приложениям;  

- формированием мировоззрения и развитию системного мышления. 

В результате освоения данной дисциплины формируется следующая компетенция у 

обучающегося: 

ОПК-1.2: Применяет современный математический аппарат для решения 

различных инженерных задач по радиотехнике. 

 Изучив данный курс, студент должен: 

Знать:  

- основные положения курса дисциплины для дальнейшего усвоения студентами 

ряда профессиональных дисциплин; 

Уметь:   

- выбирать методы моделирования систем; структурировать и анализировать цели и 

функции систем управления; проводить системный анализ прикладной области; 

Владеть: 

- навыками моделирования прикладных задач методами дискретной математики; 

комбинаторными, теоретико-множественными и вероятностными подходами к постановке 

и решению задач; 

Реализация компетентностного подхода предусматривает широкое использование в 

учебном процессе активных и интерактивных форм проведения занятий (разбор 

конкретных ситуаций, собеседование) в сочетании с внеаудиторной работой с целью 

формирования и развития профессиональных навыков специалистов. 

Лекционный курс является базой для последующего получения обучающимися 

практических навыков, которые приобретаются на практических занятиях, проводимых в 

активных формах: деловые игры; ситуационные семинары. Методика проведения 

практических занятий и их содержание продиктованы стремлением как можно 

эффективнее развивать у студентов мышление и интуицию, необходимые современному 

специалисту. Активные формы семинаров открывают большие возможности для проверки 

усвоения теоретического и практического материала. 

3 семестр 

Практическое занятие 1 Операции над множествами 

 

Цель занятия заключается в формировании у студентов общепрофессиональной 

компетенции: ОПК-1.2 

 

Вопросы для обсуждения 

1) Дать понятие множества; 

2) как называются объекты, из которых состоят множества; 

3) назвать способы задания множеств; 
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4) какие множества называются равными; 

5) дать определение подмножества, привести примеры; 

6) дать определения операций над множествами и сформулировать их свойства. 

7) Если все рассматриваемые множества являются подмножествами некоторого 

универсального множества u (универсума), то какие свойства справедливы для множества 

u ? 

 8) какими свойствами обладают введенные операции объединения, пересечения, разности 

и дополнения  

Задание 1 Объяснить, почему 2{1, 2, 3}  0{1, 2, 3}.  

Задание 2 Верно ли, что  {1, 2} {{1, 2, 3}, {1, 3}, 1, 2}? ( нет.) 

Задание 3 Описать словесно каждое из следующих множеств: 

а)  };xxZxx{ 32    

б)  };BxAxx{   

в)  число};простое xx 2
 

г)  }.yxRyRx)y,x( 1
22   

Задание 4 В качестве примера докажем первый закон де Моргана. 

ВА = А ;В      

Задание 5 Упростить выражения: 

)CB()CA()CBA(   

Задание 6   Записать подмножества множества  c,b,a      

 Задание 7  Опишите словами следующие множества и задайте их перечислением 

элементов 

  а)  02
2  xx:xA        

б)  53  xNx:xB           

Задание  8 Множество  42,A    записать различными характерными свойствами 

(пофантазируйте) 

 1)  212 ,nnx:xA       

2)  342  xxNx:xA  

Задание 9 Равны ли множества 

 

1)  10  x:xA     и        330
2  x:xB  

2)  44  x,x:xA     и        16
2  x:xB  

Задание  10 Какие из перечисленных множеств являются равными и какие,   

подмножествами других множеств из приведенного списка? 

  

1)  6543
1

,,,A   

2)  6345
2

,,,A   

3)      043213  xxxx:xA  

4)  514  x,Nx:xA  

5)  3725 ,,A   

6)    0726  xx:xA  

7)  149 2121217  xxxx:Nx,xA  
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Практическое занятие 2 Решение комбинаторных задач 

Цель занятия заключается в формировании у студентов общепрофессиональной 

компетенции: ОПК-1.2 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Дать определение бинарного соответствия. 

2.Дать определение бинарного отношения. 

3. Дать определение обратного отношения.  

4. Дать определение композиции отношений. 

5. Основные формулы комбинаторики. 

1. 0121 


 rn),rn)...(n)(n(n
)!rn(

!n
A

r
n (размещения). 

2. !nPn    110  !!         (перестановки). 

3. 
rr

n nA              (размещения с повторениями). 

4. ,
!n!...n!n

!n
)n,...,n,n(P

k
k

21
21   где nn...nn k  21      

(перестановки с повторениями). 

 

5. 























0

000

rnесли,)!rn(!r

!n

,rnилиrесли,

r

n
С

r
n          (сочетания). 

6. 
r

rn

r
n CC 1    (сочетания с повторениями). 












n

i

i
ini

n
nn

n

iini
n

n
n

n
n

n
n

n

bacbac

...bac...bacbacbac)ba(.

0

0

22211100
7

     

(формула бинома Ньютона). 

Свойства биномиальных коэффициентов: 

             10.  
kn

n
k
n CC

 . 

             20. 
k
n

k
n

k
n CCC 1

1
1 

  . 

             30. 
nn

nnn C...CC 2
10  . 

Кроме того, при решении задач часто используются основные правила комбинаторики: 

правило суммы и правило произведения. 

Задание 1 Построить график соответствия «Число х  больше числа у » между 

множествами  21  x,ZxxX  и               

Задание  2 Пусть }a,a,a,a{A 4321 ; }b,b,b{B 321 ;            

}c,c,c,c,c{C 54321 ;  

)}b,a(),b,a(),b,a(),b,a(),b,a{(Р 34241332211  ; 

)}c,b(),c,b(),c,b(),c,b(),c,b(),c,b{(Р 5343522241212  . 

  Тогда  
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)}c,a(),c,a(),c,a(),c,a(),c,a(),c,a(

),c,a(),c,a(),c,a(),c,a{(РР

544454244323

5242512121 
 

Задание 3 Сколькими способами можно посадить за круглый стол n мужчин и n женщин 

так, чтобы никакие два лица одного пола не сидели рядом? 

Задание  4 Для награждения победителей школьной олимпиады по математике куплено 

10 различных книг (книги равноценные). Сколькими способами эти книги можно 

распределить между победителями олимпиады, если участник, занявший 1-е место 

должен получить 5 книг; победитель, занявший 2-е место – 3 книги, а участник, занявший 

3-е место – 2 книги? 

       Задание 5 Сколькими способами можно расставить 10 книг на полке? 

Задание 6 В подразделении 30 солдат и 3 офицера. Сколькими способами можно 

выделить патруль, состоящий из 3 солдат и  одного офицера? 

Задание 7 Сколько четырехзначных чисел можно составить из семи различных цифр при 

отсутствии среди них нуля?       

Задание 8 Сколькими способами можно составить букет из пяти цветов, если имеется 15 

роз?    

Задание 9 Сколькими способами из 40 учащихся можно выделить актив класса в 

количестве 3 человек? 

Задание 10 Из цифр 1,2,3,4,5 составляются всевозможные числа, каждое из которых 

состоит из трех цифр. Сколько таких чисел  можно составить, если  повторение цифр в 

числе не разрешается?      

 

Практическое занятие 3 Бинарные отношения на множествах 

Цель занятия заключается в формировании у студентов общепрофессиональной 

компетенции: ОПК-1.2 

 

Вопросы для обсуждения 

1 Что такое множество и подмножество? 

2 Операции над множествами. 

3 Универсальное множество. 

4 Диаграмма Эйлера-Венна 

5 Каковы соотношения между множествами и составными высказываниями? 

6. Основные тождества алгебры множеств. 

7. Декартово произведение множеств. 

8. Основные свойства бинарных отношений. 

Задание 1 

Определите свойства следующих отношений: 

1.«прямая x пересекает прямую y» (на множестве прямых) 

2.«число x больше числа y на 2» (на множестве натуральных чисел) 

3.«число x делится на число y без остатка» (на множестве натуральных чисел)  

4. «x - сестра y» (на множестве людей). 

Задание 2 

 Проверить, является ли отношением эквивалентности на множестве всех прямых 

на плоскости отношение «непересекающихся прямых». 

Задание 3 

Найти область определения, область значений отношения Р. Является ли 

отношение Р рефлексивным, симметричным, антисимметричным, транзитивным. 

Задание 4 

Дано множество А={>,<,≥,≤}А={>,<,≥,≤}. Записать декартовое 

произведение А×АА×А. Задать 2 бинарных отношения R1R1 и R2R2, мощность которых 

равна 3 и 4 соответственно. Найдите соответствующие замыкания обоих отношений. 
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Изобразите ориентированные графы и запишите матрицы для отношений R1R1 и R2R2 и 

соответствующих замыканий. Вычислите R−11R1−1, R−12R2−1, R2⋅R1R2⋅R1. Изобразите 

соответствующие ориентированные графы и запишите соответствующие матрицы. 

Задание 5 

Отношение RR на множестве Х={a,b,c,d}Х={a,b,c,d} задано матрицей. 

Каковы свойства отношения RR? Как выглядят матрицы отношений R−1R−1, R⋅RR⋅R? 

Задание 6 

Дано множество A={1,2,3,4,5}A={1,2,3,4,5} и бинарное 

отношение R⊂A×AR⊂A×A: 

Проверить, является ли RR отношением эквивалентности. Добавить минимальное 

возможное число пар, чтобы RR стало отношением эквивалентности. Найти разбиение PP. 

Задание 7 

Доказать, что для любых бинарных отношений 

(P1∘P2)−1=P−12∘P−11 

Задание 8  

Доказать истинность следующего утверждения: если РР и SS – антисимметричны, 

то P∩SP∩S – антисимметрично. 

Задание 9 

Для заданных на множестве А={1,2,3,4,5}А={1,2,3,4,5} бинарных отношений ρρ и ττ: 

а) записать матрицы и построить графики; 

б) найти композицию ρ∘τρ∘τ; 

в) исследовать свойства отношений ρρ, ττ и ρ∘τρ∘τ (рефлексивность, иррефлексивность, 

симметричность, антисимметричность, транзитивность). 

 

Практическое занятие 4 Булева алгебра. Топологические вопросы теории множеств 

Цель занятия заключается в формировании у студентов общепрофессиональной 

компетенции: ОПК-1.2 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Дайте определение алгебраической операции, приведите примеры. 

(Отображение  f   множества 
n

A  на множество A AA:f
n   

называется  n- арной  алгебраической операцией на A .  

Будем говорить, что на множестве А  определена бинарная алгебраическая 

операция, если указан закон f , по которому любой упорядоченной паре  y,x  

элементов множества А  однозначным образом ставится в соответствие некоторый 

элемент z , так же принадлежащий множеству А . 

Записывается это так:   zy,xf     или      zy,x
f
 .) 

2. Какая операция называется коммутативной, ассоциативной? Приведите примеры. 

3. Какой элемент называется нейтральным? Назовите нейтральный элемент по 

сложению, умножению. 

4. Какой элемент называется симметричным? Назовите симметричный элемент по 

сложению, умножению.  

( еx*xx*x  ) 

5. Дайте определение обратной операции. 

(Операция * называется обратимой на множестве А , если для Ава  ,  существуют 

единственные  Ayx ,  такие, что вxa *  и вay * ). 

6. Что называется алгебраической структурой (алгеброй)?  

(Алгебраической структурой (алгеброй) называется упорядоченная пара  ;A , где A  - 

не пустое множество,  - множество операций на A . 
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Множество A  называется основным множеством или носителем, а множество 

 называется сигнатурой).  

7. На какие основные группы делятся фундаментальные алгебраические 

структуры?  

8. Какая алгебра называется полугруппой? Приведите пример. 

(Алгебра  *;A  называется полугруппой, если операция * - бинарна и ассоциативна. . 

Алгебра   ;N - коммутативная полугруппа (нет нейтрального элемента). 

9. В каком случае полугруппа называется коммутативной? 

10. Сформулируйте определение группы. Приведите пример. 

(Алгебра  *;A - называется группой, если операция * удовлетворяет следующим 

аксиомам: 

1) операция * - бинарна; 

2) операция * - ассоциативна; 

3) существует нейтральный элемент Ае  такой, что xx*ее*x   для Аx . 

 4) для каждого элемента Аx  существует симметричный элемент Аx   такой, что 

еx*xx*x  ). 

 

11. Какая группа называется абелевой? Приведите пример. 

.(Группа  *;A  называется коммутативной или абелевой, если операция * - 

коммутативна. 

 Пример 6. Полугруппа   ;Z  - есть группа. Действительно, здесь единицей 

служит 0, а обратным к Zz   является число z .) 

 

Задание 1 

Почему целые числа не образуют группу по умножению? 

Задание 2 

Образуют ли группу векторы на плоскости относительно операции сложения? 

 

Задание 3 

Пусть U  – универсальное множество для некоторой системы множеств. 

Показать, что U  – нейтральный элемент для операции умножения. 

 

Задание 4 

Показать, что совокупность подмножеств любого множества U , с операцией 

симметрической разности – является абелевой группой. 

             Задание 5 

Хорошо известные поля целых и действительных чисел – бесконечные множества. 

Конечное поле называют полем Галуа. Так множество их четырех элементов 0, 1, А, В - 

образует поле Галуа, операции сложения и умножения в котором определяются двумя 

таблицами: 

 0 1 А В 

0 0 0 0 0 

1 0 1 А В 

А 0 А В 1 

В 0 В 1 А 

Эти операции являются ассоциативными, коммутативными и дистрибутивными одна 

относительно другой. 

Элемент 0 – является нейтральным относительно сложения, а 1 – относительно 

умножения. 

+ 0 1 А В 

0 0 1 А В 

1 1 0 В А 

А А В 0 1 

В В А 1 0 
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Элементы А и В могут означать не только числа, но и объекты любой природы, 

отношения между которыми определяются приведенными таблицами. 

С помощью поля Галуа проверить алгебраическое тождество   
22

BA)BA()BA(   

 

Задание 6 

Какие из указанных множеств являются кольцами (но не поля), а какие полями 

относительно «+» и « » 

 1)  Qв,а|ваА  3 3  

 2)  Zв,а|ваА  3  

 3)  Qв,а|ваA  3  

 

Задание 7 

Являются ли алгебраическими операции «+», «·», «-» и «:» на следующих 

множествах:   RQQZ n ,0\,,2 . 

Задание 8 

Назовите алгебры: 1) по «+»;   2) по «-»;   3) по «·»;   4) по «:». 

Задание 9 

              Назовите алгебры по сложению и умножению. 

 

Практическое занятие 5 Законы логики высказываний. Логика высказываний 

Цель занятия заключается в формировании у студентов общепрофессиональной 

компетенции: ОПК-1.2 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Дать определение высказывания, привести примеры. 

2. Дать определение отрицания высказывания. Записать таблицу истинности. 

3. Дать определение конъюнкции (логического умножения). Записать таблицу 

истинности. 

4. Дать определение дизъюнкции (логического сложения). Записать таблицу 

истинности. 

5. Дать определение импликации. Записать таблицу истинности. 

 6. Дать определение эквивалентности. Записать таблицу истинности. 

Задание 1 

Какие из следующих выражений являются формулами исчисления высказываний: 

1.1.1.1. );PP()P&P( 2121   

1.1.1.2.  ).PP())PP()P&P(( 212121   

1.1.1.3. ;P))PP(P( 3321   

1.1.1.4.  );P)PP(()PP( 12121   

1.1.1.5. );PP())P(&P( 1221   

1.1.1.6.  ));P)PP(()PP)((PP( 3213231   

1.1.1.7.  ));P&P(P())PP(&)PP(( 3213121   
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Задание 2 

ОБОЗНАЧАЯ ИСТИНУ ВЫСКАЗЫВАНИЯ ЗА 1, А ЛОЖНОЕ - ЗА 0 

ПОСТРОИТЬ ТАБЛИЦУ ИСТИННОСТИ ОТРИЦАНИЯ. 

Задание 3 

Записать отрицание для  высказывания   32 А . 

 

Задание 4 

Является  высказывание    54    истинным или ложным? 

Задание 5 

Доказать  равносильность формул: BA  и AB  . 

 

Задание 6 

Среди следующих предложений выделить высказывания, установить, истинны они или 

ложны 

 

1) Река Волга впадает в Черное море. (и). 

2) Всякий человек имеет брата (Л) 

3) Пейте томатный сок! (не выск.) 

4) Существует человек, который моложе своего отца (Л). 

5) Который час? (не в) 

6) Ни один человек не весит более 1000 кг. (И). 

7) 23<5 (Л) 

8) Для всех действительных чисел справедливо равенство 
xyyx   

9) 127
2  xx  (не в.) 

10) 0127
2  xx  (не в.) 

 

Задание 7 

Требуется спроектировать  электрическую цепь для спальни с одной электрической 

лампочкой, где желательно иметь два выключателя. Один у двери, а второй – над 

постелью; при  этом поворот каждого выключателя независимо от состояния второго 

выключателя  должен размыкать цепь, если до этого она была замкнута и замыкать, если 

ранее была разомкнута. 

 

Задание 8  

Построить таблицу истинности  для  высказывания   

 

)y&x()yx(F  . 

Задание 9 

Изобразить контактные схемы, отвечающие сложным высказываниям: 

 

1)    DCBA   

Задание 10 

Доказать равенство следующих контактных схем 

 

 

 

 

 

 

A  

B  

C  

A  

B  

C  

С  
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Практическое занятие 6 Построение графов 

Цель занятия заключается в формировании у студентов общепрофессиональной 

компетенции: ОПК-1.2 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Дать определение неориентированного и ориентированного графов. 

2.  Определить понятие инцидентности. 

3. Определить понятие смежности, 

4. Определить понятие кратных и противоположных ребер (дуг), изолированной и 

висячей вершины. 

5. Определить понятие степени вершины, петли. 

6. Дать определение пути (маршрута) в графе. 

7. В чем различие понятий простого графа, мультиграфа, псевдографа? 

8. Что называется цепью (простой цепью) ? 

9. Что называется  циклом (простым циклом)? Что такое контур графа? 

10. Определить понятие подграфа. 

11. Дать определение взвешенного (нагруженного) графа. 

12. Привести определения матрицы инцидентности графа, матрицы смежности графа. 

 

Задание 1 

Дан граф 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 1) Сколько вершин у графа ? 

Ответ: пять ( 54321 х,х,х,х,х ). 

2) Сколько ребер ?. 

Ответ: семь ( 7654321 l,l,l,l,l,l,l ). 

3) Есть ли в графе параллельные ребра ? 

       Задание 2 

Задача о наилучшем распределении источника и потребителя информации. 

Имеется 4 пункта, в каждом из которых можно поместить источник информации, систему 

его обработки и приемник информации. Связь между пунктами устанавливается 

следующими схемами: 

              Схема  I                                                      Схема   II 

 

 

 

 

 

1x

 

2x

 

3x

 

4x

 
1l

 

2l

 

3l

 

4l

 

5l

 

6l

 5x

 

7l

 

1  

2  

3  

4  

1  

2  

3  

4  
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Схема  I   - источник     система обработки. 

 Схема   II –система обработки   приемник. 

         По условию задачи, если источник находится в пункте i , то он по всем возможным 

каналам, определяемым по схеме I, передает информацию на системы обработки, которые 

размещаются во всех пунктах, смежных с i , например, в пункте k . Затем с этого пункта 

k  по всем возможным каналам, определяемыми схемой II, обработанная информация 

передается в приемник j , который размещен во всех пунктах, смежных с k . 

          Вопрос: где должен находиться источник и приемник информации, чтобы поток 

информации был наибольшим? 

              Задание 3 
Докажите, что решение задачи о Кенигсбергских мостах невозможно. 

Решение.   Задачу о Кенигсбергских мостах на языке графов можно сформулировать 

так:  найти эйлерову цепь (цикл) в мультиграфе (рис.1), в котором вершины A, B, C и D 

обозначают части суши, а ребра – мосты. 

   

 

 

                                              

                                   

              

 

 

            

                   Рис.1. Модель задачи о Кенигсбергских мостах на графе 

      Легко вычислить, что степени всех вершин графа нечетные, следовательно, задача о 

Кенигсбергских мостах неразрешима. 

Задание 4 

Можно ли нарисовать фигуру, называемую саблями Магомеда (рис.2), не отрывая 

карандаша от бумаги и не проходя по отрезкам линий дважды (за исключением 

помеченных точек)? 

 

 

 

                                                                                                                 

                                                                                                            

                     

Рис.2. Сабли Магомеда 

                              

 

 Ответ:  Да. Граф Эйлеров. Степени всех вершин четные. Один из обходов может быть 

таким: 14562351 хххххххх   (эйлеров цикл).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CC

С 

A 

B 

D 

6х  

 

4х  

1х

V1 

5х  
2х  

3х  
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   Задание 5  

Найти объединение и пересечение графов 

                                                                        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Задание 6 

Граф  R,XГ   задан либо своей матрицей инцидентности A(G), либо матрицей 

смежности  B(G). Изобразить эти графы рисунками. 

а)  
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)(GB  

Задание 7 
1) Составить матрицу смежности вершин графа 

2  

1  

3  

1l  
4l  

2Г  

1  

2  

3  

1l  
2l  

3l  

1Г  
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. 

                                                                                                                                

      2 

 

   1 5 

 3  

                                                                                     

 

 6 

 4                                7 

                                                                                            

  

Рис.1. Ориентированный граф G. 

 

 

Практическое занятие 7 Способы задания конечных автоматов 

Цель занятия заключается в формировании у студентов общепрофессиональной 

компетенции: ОПК-1.2 

 

Вопросы для обсуждения 

1 Конечные автоматы Мили                                                     

2.Способы задания автоматов                                                     

3. Классификация автоматов                                                     

 

Конечные автоматы Мили 

 

Итак, к автоматам относятся устройства детерминированного преобразования слов 

некоторого конечного входного алфавита  ma,,a,aA 21  в слова некоторого 

конечного выходного алфавита  nb,,b,bB 21 . Алфавиты A  и B  могут 

совпадать.  

Слова входного и выходного алфавита находятся на входной и выходной 

одномерных бесконечных лентах. Ленты разбиты на клетки не более чем по одной букве. 

Слева и справа на ленте находятся пустые клетки. В середине слова пустых клеток нет. 

Автомат всегда находится в одном из внутренних состояний из конечного множества 

состояний  ks,,s,sS 21 . Множество S  называют внутренним алфавитом 

автомата. Работа автомата протекает в дискретные такты времени ,,t 21  согласно 

программе. 

Программа автомата – конечный набор команд вида 

srji bsas  :  Sss ri  ,  Aa j  ,  Bbs  . 

Команды имеют левую часть (до стрелки) и правую (после стрелки). 

Предполагается, что нет двух различных команд с одинаковыми левыми частями, условие 

детерминированности автомата.  В каждый такт автомат находится в некотором 

состоянии iq  и обозревает (считывает) одну букву ja  входного слова. Если среди команд 

нет команды с левой частью jiaq , то автомат останавливается и входное слово не будет 

преобразовано в выходное. Автомат к такому слову не применим. Если среди команд есть 

команда jias , то автомат срабатывает, меняет свое состояние на то, которое стоит в 

правой части rs , записывает в пустую клетку выходной ленты букву sb  из правой части 

выполняемой команды и перемещается вправо на одну клетку входной и выходной ленты. 
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Предполагается, что автомат вначале находится в начальном состоянии, например 1s , 

обозревает начало входного слова и что выходная лента пуста. Работа продолжается до 

тех  пор, пока автомат не дойдет до конца входного слова. Результат работы автомата – 

выходное слово. Заметим, что очередная выходная буква, вырабатываемая автоматом, 

зависит не только от очередной входной буквы, но и от всех предыдущих входных букв. 

Так как от них зависит изменение внутренних состояний автомата. Тем самым внутренний 

алфавит автомата представляет собой внутреннюю память автомата. 

 

 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1   

 

 

 

 

 1 1 0 1          

 

Рисунок 1. Конечный автомат 

 

Перейдем к математическому моделированию автомата. 

Конечным автоматом (математической моделью конечного автомата) 

называется система  ,F,B,S,AM  . Такой автомат называют автоматом Мили. 

Для задания конечного автомата должны быть указаны: 

1) Входной алфавит  na,,a,aA 21 ; 

2) Выходной алфавит  mb,,b,bB 21  

3) Алфавит состояний  ks,,s,sS 21 ; 

4) SAS:F   - функция переходов; 

5) BAS:T   - функция выходов. 

            ta,tsFts  1 ,          ta,tsTtb  . 

Если, кроме того, в автомате S выделено одно состояние   11 ss  , называемое 

начальным, то полученный автомат называется инициальным и обозначается  s,M . 

Таким образом, по не инициальному автомату с k  состояниями можно k  различными 

способами определить инициальный автомат.  

Функция переходов  x,SF  однозначно определяет зависимость состояния 

автомата  1tS  на такте 1t  от состояния автомата  tS  на предыдущем такте t  и 

входного сигнала  tx . 

Функция выходов  x,ST  однозначно определяет зависимость выходного сигнала 

 ty от состояния  tS  и входного сигнала  tx . 

 

Способы задания автоматов 

 

Поскольку функции F  и T  определены на конечных множествах, их можно задавать 

либо таблицами, либо программами, либо ориентированным мультиграфом, 

называемым графом переходов (или диаграммой переходов). 

       Рассмотрим эти способы на примере. 

автомата

Головка
 

автоматом

управления

Блок

 

автомата

память

Внутренняя
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             Пример. Рассмотрим конечный автомат с алфавитами  21 a,aA ,  

 321 s,s,sS  ,  321 b,b,bB  . Зададим автомат тремя способами. 

 

Табличный способ. Функции перехода и выхода задаются таблицами 

Таблица 1                                                         Таблица 2 

Функция перехода                                  Функция выхода  

конечного автомата                                конечного автомата 

                                    

 

 

 

Например, слово 221 aaa  автомат преобразует в слово 332 bbb  и остановится (нет 

команды jias ). 

 

Программный способ. Функции перехода и выхода задаются программой, т.е. 

системой команд вида 

       tbtstats 1   или               tatsTtatsFtats   

                                    2311 bsas  , 

                       3221 bsas  , 

                        2312 bsas  , 

                        3322 bsas  , 

                       2113 bsas  , 

                        3323 bsas  . 

Например, слово 221 aaa  автомат преобразует в слово 332 bbb  и остановится. 

 

Графический способ. Функция переходов и выходов задаются нагрузкой 

мультиграфа, вершины которого соответствуют состояниям автомата. 

 

is   
ja  

1a  2a  

1s  3s  2s  

2s  3s  3s  

3s  1s  3s  

 

is  
ja  

1a  2a  

1s  2b  3b  

2s  1b  3b  

3s  2b  3b  
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Каждая дуга  ri s,s  мультиграфа  имеет двойную нагрузку sjba  и соответствует 

команде srji bsas  . Автомат начинает работать в состоянии is  и меняет свое 

состояние по дуге с нагрузкой, первый символ которой совпадает с символом на входной 

ленте. При этом автомат меняет состояние на то, которое стоит в конце дуги, и ставит на 

выходной ленте в очередную пустую клетку символ, стоящий на втором месте нагрузки 

дуги.  Предположим, что нет двух разных дуг из одной вершины, у которых совпадают 

первые символы нагрузки (детерминированность автоматов). Автомат останавливается, 

когда он дойдет до конца входного слова или же слово не читается. 

 

Классификация автоматов 

 

Конечный автомат представляет собой хотя и абстрактную, но с функциональной точки 

зрения довольно точную модель дискретного (цифрового) вычислительного или 

управляющего устройства. Имеется несколько интерпретаций конечных автоматов, среди 

которых выделим три. 

1. Различные обобщения и модификации конечных автоматов, отражающие те или 

иные особенности реальных устройств.  

Входная буква – это входной сигнал (точнее, комбинация сигналов на входах 

устройства), входное слово – последовательность входных сигналов, поступающих в 

автомат в дискретные моменты времени (такты) t =1, 2, 3, …;  выходное слово – 

последовательность выходных сигналов, выдаваемых автоматом; состояние автомата – 

это комбинация состояний запоминающих элементов устройства. Такая интерпретация 

довольно долго служила основным стимулом развития и источником задач теории 

автоматов. 

2. Поскольку всякое вычисление или управление можно реализовать как аппаратно (в 

виде устройства), так и программно (в виде программ для ЭВМ), то конечные автоматы 

можно интерпретировать как алгоритмы с конечной памятью, многие свойства которых 

можно исследовать безотносительно к способу их реализации. Именно поэтому  

рассматривают автоматы в основном с алгоритмической точки зрения, как  обобщение 

истолкования автоматов. 

3.  Автоматы можно рассматривать как удобный язык для описания основных законов 

взаимодействия сложных систем, т.е. по существу как метаязык кибернетики. Впервые 

такую концепцию выдвинул фон Нейман, а разработал ее М.Л. Цетлин со своими 

учениками при исследовании задач целесообразного поведения взаимодействующих 

объектов, которые формулировались как задачи коллективного поведения автоматов.  

1s  

3s  
21 b,a  

21 b,a  

32 b,a  

2s  32 b,a  

32 b,a  21 b,a  
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Существует много разновидностей автоматов и подходов к их классификации. 

Рассмотрим некоторые из них. 

Для конечного автомата S = <A, Q, V, , > существующие модификации можно 

разбить на следующие три основные группы. К первой группе относятся автоматы, у 

которых некоторые из алфавитов A, Q или  V бесконечны; в связи с этим такие автоматы 

называются бесконечными. 

Ко второй группе относятся автоматы, у которых функции переходов и выходов  и  

заменяются произвольными отношениями или случайными функциями. Таковыми 

являются частичные, недетерминированные, вероятностные и др. автоматы.  

К третьей группе относятся автоматы со специфическими множествами входных 

объектов. Таковыми являются, например, автоматы с переменной структурой, 

обобщенные автоматы. Существуют автоматы, принадлежащие одновременно разным 

группам. 

Наряду с этим большую роль играют специальные подклассы конечных автоматов: 

автоматы без памяти (КС), автономные автоматы, обратимые автоматы и т.д. 

Кроме того, использование понятий и методов из других разделов математики также 

приводит к появлению специфических классов автоматов и связанных с ними задач. 

Например, при применении алгебраических средств возникают понятия автоматов над 

термами, линейного, группового, свободного  и др. автоматов. Вопросы теории 

кодирования порождают понятия самонастраивающихся, обратимых автоматов и др. 

Рассмотрим более подробно основные модификации и подклассы конечных автоматов. 

При этом используются различные подходы к классификации, да и к самому определению 

конечного автомата. Основных из них два: макроподход и микроподход. При 

макроподходе интересуются только внешним поведением устройств, и конечный автомат 

определяется либо как совокупность функций, либо как конечный ориентированный граф, 

либо в алгебраической форме – в виде конечной алгебры с унарными операциями. 

При микроподходе конечный автомат задается множеством элементов и схемой их 

соединения, т.е. в этом случае кроме функционирования автомата описывается и его 

строение, в связи с чем  автомат называется структурным автоматом или автоматной 

сетью. Таким образом, данное нами  определение конечного автомата относится к 

макроподходу. 

При макроподходе различают семь подклассов и модификаций конечных автоматов. 

Перечислим их и дадим им краткую характеристику. 

1. Бесконечные автоматы. Эти автоматы отличаются от конечных только тем, что их 

алфавиты A, V или Q (входной, выходной и алфавит (множество) состояний) могут быть 

бесконечными. Увеличение мощности алфавитов расширяет вычислительные 

возможности автоматов. С помощью бесконечных автоматов можно описать 

функционирование любых автоматов и машин. Например, формальной моделью 

вычислителя, которая является результатом простого добавления потенциально 

бесконечной памяти (бесконечного множества состояний) к конечному автомату, 

приводит к машине Тьюринга. 

2. Недетерминированные и асинхронные автоматы (вторая группа). Формально 

недетерминированный автомат определяется как система S = <A, Q, V, >, где A, Q, V – 

алфавиты, имеющие прежний смысл, а    Q  A  Q × V- отношение переходов-

выходов. В том случае, когда отношение  является функцией, отображающей Q  

A 
 Q ×  V, автомат называется детерминированным и фактически совпадает с 

конечным автоматом, поскольку функцию  можно рассматривать как пару функций  и 

, отображающих Q  A  Q  и  Q  A  V. 

Специальный подкласс недетерминированных автоматов образуют так называемые 

частичные автоматы, у которых отношение  является частичной функцией, 

отображающей множество Q  A во множество Q × V, и которые реализуют частичные 
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ограниченно-детерминированные функции. Заметим, что функция f называется 

частичной, если она определена не обязательно для всех значений аргументов. 

Ограниченно-детерминированная функция – это функция, областью определения и 

областью значений которой являются множества слов в некотором конечном алфавите и 

для которой выполняются некоторые условия, наложенные на длины слов. Более 

подробно эти функции будут рассмотрены позже при изучении вопроса минимизации 

частичных автоматов. 

Термином «асинхронный автомат» обычно обозначают один из двух следующих видов 

автоматов. К первому относятся автоматы вида <A, Q, V, , >, где функция выходов  

отображает множество Q × V  во множество  V*, где V* - множество всех выходных слов 

конечной длины, составленных из букв алфавита V.  Ко  второму виду асинхронных 

автоматов относятся конечные автоматы, у которых функция переходов   удовлетворяет 

условию:  для любого состояния q и любого входного символа  a  q, a) = q, a). Эти 

автоматы используются в теории кодирования информации и  для моделирования 

некоторых систем в технике и биологии. 

3. Автоматы с переменной структурой (третья группа). Это конечные автоматы вида 

<AА, Q, V, , > с двумя входами, у которых зафиксирована некоторая бесконечная 

последовательность   в алфавите А. На первый вход такого автомата подаются 

произвольные слова в алфавите А, а на второй – начала последовательности  той же 

длины. Тем самым накладываются ограничения на множество пар входных слов. 

4. Нечеткие автоматы. Эти автоматы получаются как обобщение понятия конечного 

автомата путем замены функций переходов и выходов нечеткими отношениями, т. е. 

функциями вида : Q  A  Q  [0,1];     : Q  A  V  [0,1],  где ([0,1] – отрезок). 

Нечеткие автоматы являются математическими моделями некоторых распознающих 

устройств и используются в задачах распознавания образов. 

5.  Автоматы без памяти (КС). 

6.  Автоматы с конечным запоминанием, или автоматы с конечной памятью – это 

конечные автоматы, любая входная буква которых при любом исходном состоянии 

полностью определяется ограниченным отрезком входного слова, поступившим в 

предшествующие моменты времени. Минимальная длина таких отрезков для автоматов с 

конечным запоминанием с n состояниями не превосходит числа 1/2n(n-1). Такие автоматы 

называются самонастраивающимися автоматами, если для некоторого момента времени t 

выходная буква в любой момент   t не зависит от исходного состояния. Эти автоматы 

используются в теории кодирования и реализуются логическими сетями без обратных 

связей. 

7.  Обратимые автоматы или автоматы без потери информации. Это конечные автоматы, 

реализующие взаимно однозначные функции (биекции). Эти автоматы также 

используются в теории кодирования. 

Теперь кратко остановимся на трех видах автоматов при структурном подходе 

(макроподходе) к классификации автоматов. 

1. Обобщенные логические сети с неизменной структурой. К ним относятся, так 

называемые, мозаичные структуры и итеративные сети. 

Мозаичные структуры представляют собой бесконечные соединения переходных 

систем   <A, Q, > (т.е. конечных автоматов вида <A, Q, Q,  , >, где функция выходов 

совпадает с функцией переходов, а выходной алфавит – с множеством состояний). 

Мозаичную структуру можно рассматривать как бесконечный автомат, у которого 

входной и выходной алфавиты, а также множество состояний равны и являются 

бесконечным декартовым произведением множеств состояний всех переходных систем, 

содержащихся в ней. 

2. Обобщенные логические сети с изменяющейся структурой. К числу наиболее 

общих их них относятся мозаичные структуры, у которых в процессе функционирования 

меняются как сами элементы, так и их окрестности. 
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3. Обобщенные логические сети из объемных элементов. Эти сети отличаются тем, 

что элементарным автоматом и связям между ними приписывается определенный объем, 

в связи с чем возникает задача синтеза автоматов, имеющих минимальный объем.   

Существует много других частных видов автоматов, которые возникают при изучении 

того или иного класса автоматов или их модификации. 

В дальнейшем мы сосредоточим наше внимание на конечных автоматах, среди которых 

чаще всего используются на практике автоматы Мили и Мура. 

Рассмотрим теперь один важный частный случай автомата Мили - автомат Мура. 

Определение 8. Конечный автомат называется автоматом Мура, если его функция 

выходов зависит только от состояний, т.е. 

                                                          ).,(),( jiji aqaqaaq    

Функцию выходов автомата Мура естественно считать одноаргументной функцией; 

обычно ее обозначают буквой  и называют функцией отметок (т.к. она каждому 

состоянию однозначно ставит в соответствие отметку – выход). В графе автомата Мура 

выход пишется не на дугах, а при вершине. Несмотря на то, что автомат Мура является 

частным случаем автомата Мили, возможности этих автоматов, как мы увидим позже, 

фактически совпадают.  

На практике встречаются случаи, когда не каждый символ из входного алфавита может 

быть подан на автомат, находящийся в определенном состоянии (ограничения на входе), 

или его выходы при некоторых входных воздействиях не представляют интереса 

(неопределенность выходов). Тогда приходится иметь дело с частичными (неполными) 

автоматами, общая таблица переходов которых содержит прочерки вместо состояний и 

выходов для запрещенных выходов.  

 

Практическое занятие 8 Меры сложности алгоритмов 

Цель занятия заключается в формировании у студентов общепрофессиональной 

компетенции: ОПК-1.2 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Привести интуитивное описание алгоритма и перечислить основные свойства 

алгоритма. 

2. Какие функции называются эффективно вычислимыми? 

  3. Почему возникла необходимость уточнения интуитивного понятия алгоритма? 

  4. Перечислить простейшие вычислимые функции и указать их область определения. 

  5.Дать определение (с записью на доске) оператора суперпозиции функций в 

аналитической форме. 

  6. Является ли суперпозиция функций всюду определенной? 

  7. Как может быть вычислена суперпозиция функций? 

  8. Дать аналитическое определение схемы примитивной рекурсии (с записью на доске). 

  9. Дать определение примитивно рекурсивной функции словесно и в индуктивной 

форме. 

  10. Как следует понимать высказывание о том, что класс примитивно рекурсивных 

функций            замкнут. 

 11. Чем вызвано расширение средств построения вычислимых функций? 

 12. Дать определение оператора минимизации. 

 13. Дать определение частично рекурсивной функции. 

 14. Сформулировать тезис Черча. 

 15. Дать определение общерекурсивной функции. 

 16. Какое существует соотношение между классами вычислимых, примитивно 

рекурсивных,   частично рекурсивных и общерекурсивных функций? 

 

Задание 1 
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Применить схему примитивной рекурсии к функциям g(x) и h(x, y, z) по переменным 

y и z. Функцию f(x,y)=R2(g,h) записать в аналитической форме. 

а) g(x)=x,  h(x, y, z) = zx; 

б) g(x)=x,  h(x, y, z)=  xz; 

в) g(x)=x,  h(x, y, z)= x+z; 

г) g(x)=x,  h(x, y, z)= x+y. 

 

Решение 

а) Запишем схему примитивной рекурсии: 

 









.))y,x(f,y,x(h)y,x(f

;x)x(g),x(f

1

0
 

Тогда, поскольку h(x, y, z) = zx, получим 

     

  .x),x(f...

)y,x(f))y,x(f,y,x(h)y,x(f)y,x(f

yxx...xx

xxxx

разy

1
0
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Ответ: 
1


yx

x)y,x(f . 

б) Ответ: 


РАЗ)Y(

...

x

x

x 1
или 


xx

разyxyxf



),(  

в) Ответ: f(x,y)=x(y+1). 

г) f(x,0)=g(x)=x,    f(x, y) = h(x, y-1, f(x,y-1))=x +y – sg y, где 










.y  если,

,yесли,
ysg

11

00
, 

например,  f (7,9) = 15,   f (6,0) = 6. 

 

Задание 2 Доказать, что если функция f(x1,x2,…,xn) примитивно рекурсивна, то 

следующие функции примитивно рекурсивны: 

а) g1(x1, x2,…, xn)=f(x2, x1, x3,…, xn) (перестановка аргументов); 

б) g2(x1, x2,…, xn)=f(x2, x3,…,xn, x1) (циклическая перестановка аргументов); 

в) g3(x1, x2,…,xn-1)=f(x1, x1, x2,…,xn-1) (отождествление аргументов); 

г) g4(x1, x2,…,xn, xn+1)=f(x1, x2,…, xn) (введение фиктивного аргумента). 

Решение   

Докажем, например, примитивную рекурсивность функций б) и г). 

б) Функции g1, g2, g3 и g4 получаются  из функций f(x1,x2,…,xn) и ),...,( 21 n

n

m xxxI  

)( nm  суперпозициями. В случае б)       

)).,...,,(),,...,,(),...,,...,,(),,...,,((),...,,( 21121213212212 n

n

n

n

nn

n

n
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n xxxIxxxIxxxIxxxIfxxxg    
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xxxfxxxxfxxxIxxxI

xxxxIxxxxIfxxxxg






















 

Из задания 2, в частности, следует, что из простейших операторов с помощью лишь 

суперпозиции можно получить функции вида а) – г). 

 

Задание 3 Доказать, что из операторов 0(x) и ),...,,( 21 n

n

m xxxI с помощью суперпозиции 

и схем примитивной рекурсии нельзя получить функции 1)(  xx  и  f (x) = 2x. 

Решение. 
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 Пусть функция f(x1, x2,…, xn) получена из функций O(x) и ),...,,( 21 n

n

m xxxI с помощью 

операций суперпозиции и схем примитивной рекурсии. Тогда f(0,0,…0)=0, а из условия 

1,...,1,1 21  nxxx следует, что .1),...,,( 21 nxxxf Функции )(x и 2x этим двум 

условиям одновременно не удовлетворяют. 

Задание 4 Доказать, что любая примитивно рекурсивная функция всюду определена 

на множестве целых неотрицательных чисел.  

Указание. Утверждение следует из определения примитивно рекурсивной функции и 

того факта, что простейшие функции )(),( xOx и ),...( 1 n

n

m xxI всюду определены, а 

применение к ним операторов суперпозиции и примитивной рекурсии приводит снова к 

функциям, которые всюду определены. 

 

Задание 5 Доказать, что следующие функции примитивно рекурсивны: 

5.1. yxyxf ),( (x  0). 

5.2.









0.  xесли0,

0,  xесли,1
)(

x
x  

5.3. f (x, y) = x∸









y.  xесли0,

y,  xесли,yx
y  

 

5.4. .),( yxyxf   

Решение 

5.1. yxyxf ),(  ).0( x  

В схеме примитивной рекурсии положим 

,1)0())(()(   xOxg  

.),,( xzzyxh   

Тогда 1)()0,( 0  xgxxf ; 

.)(),(

)),(,,()1,(

1



yy

df

xxxxyxf

yxfyxhyxf
 

 

5.2. 









.0  если,0
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x

xx
xxf   

Тогда f(0)=0; .
)).),(()1(

),()0(
 есть то,)1()1(

2

2








yyIy

yO
yyyf df




  

5.3. f (x, y) = x ∸ y = 








.  если,0

,  если,

yx

yxyx
 

Полагаем   f (x, 0) = x ∸ 0 = g (x) = .)(1

1 xxI   

f (x, y+1) = x ∸ (y+1)=h (x,  y,  f (x,  y)) =df (x ∸ y)= (x ∸y) ∸1=f (x, y) ∸1. 

Например,  f (9, 6) = f (9, 5+1) = h ((9, 5,  f (9,5)) =  (9 ∸ 5) =  (4)=3; 

              f (9, 11) = f (9, 10+1) = h (9, 10,  f (9, 10)) =  (9 ∸10) = (0) = 0. 

Таким образом, x∸ 0 = x = ),(1

2 yxI ; x∸(y+1) = (x ∸ y) ∸1. 
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5.4. .),( yxyxf   Так как 









,  если,

,  если,

yxxy

yxyx
yx , то положим dfyx      = 

(x∸y)+(y∸x).  В данном случае мы имеем суперпозицию функций: f1(x, y) = x∸y, f2(x, y)=  

= y∸x. Тогда ).,(),()),(),,((),( 2121 yxfyxfyxfyxfSyxf df   

Во всех задачах  5.1 –5.4   данные функции, как мы видим, получены из простейших 

функций O(x),  (x) и ),...,,( 21 n

n

m xxxI c помощью применения конечного числа операторов 

суперпозиции или схемы примитивной рекурсии, и поэтому являются примитивно 

рекурсивными. 

Оператор минимизации 

Переход от функции f(x1, x2,…,xn, y)  к функции  

 (x1, x2,…,xn)=y[f(x1, x2,…,xn, y)=0]. 

называется применение оператора минимизации ( - оператора). 

С помощью  - оператора находится наименьшее значение  y  при фиксированных 

значениях x1, x2,…,xn, при котором f(x1, x2,…,xn, y)=0. 

Для 2-местной функции f(x,y) оператор минимизации записывается в виде 

(x)=y[f(x,y)=0]. 

Для вычисления значений функции  можно предложить следующий алгоритм: 

1. Вычисляем f(x1, x2,…,xn, 0). Если значение равно 0, то полагаем (x1, 

x2,…,xn)=0. Если f(x1, x2,…,xn, 0)0, то переходим к следующему шагу. 

2. Вычисляем f(x1, x2,…,xn, 1). Если f(x1, x2,…,xn, 1)=0, то полагаем (x1, 

x2,…,xn)=1. Если f(x1, x2,…,xn, 1)0, то переходим к следующему аналогичному шагу, 

полагая y=2,3,… 

Если окажется, что для yN0 f(x1, x2,…,xn, y)0,  то функцию  (x1, …, xn) в этом случае 

считают неопределенной. 

Но возможно, что существует такое y0,  что f(x1, x2,…,xn, y0)=0 и, значит, есть наименьшее 

y, при котором f(x1, x2,…,xn, y)=0. И в то же время может случиться, что при некоторых z, 

0<z<y0,  значение функции f(x1, x2,…,xn,z)  не определено. Очевидно, что в этом случае 

процесс вычисления не дойдет до y0. В этом случае функцию  также считают 

неопределенной. 

Иногда  - оператор определяют с ограничением, полагая  (x1, x2,…,xn, y)=y[f(x1, 

x2,…,xn, y)=z] для yz, которое дает гарантию окончанию вычислений. 

 

Задание 6.1 Рассмотрим функцию (x, y)=x - y, определяющую разность двух целых 

неотрицательных чисел x и y. Получить эту функцию, применив оператор минимизации. 

Решение  

 По определению, вычесть из числа х число y, значит, найти такое число z, что x=z+y. 

Введем функцию  f(x, y, z) = y + z - x. Требуется найти такое наименьшее неотрицательное 

число z, чтобы f(x, y, z)=0, т.е. чтобы y+z=x. Применяя к этой функции  - оператор, 

получим: 

(x, y)=x-y=z[y+z=x]=z[
3

2I (x, y, z)+ 3

3I (x, y, z)=
3

1I (x,  y, z)] 

Ясно, что функция (x, y) определена только для xy. 

Вычислим, например, (9,4). Для этого положим х=9, y=4 и будем z придавать 

последовательно значения 0,1,…, пока не получим верное равенство y+z=x: 

z=0,  4+0=49;                   z=3,  4+3=79; 

z=1,  4+1=59;                   z=4,  4+4=89; 

z=2,  4+2=60;                    z=5, 4+5=9. 

Таким образом, (9,4)=5. 

 

Задание 6.2 Применить оператор минимизации к функциям f по переменной xi. 
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           f(x1)=3, i=1. 

Решение. Положим y=x1. Тогда y[y-3=0]=3, т.е. (x1)=3. 

f(x1)=[x1/2], i=1, где символом [x1/2] обозначена целая часть числа x1/2 и [x1/2]=m, если 

x1=2m  или  x1=2m+1, m0.  

Решение. Снова полагая x1=y, запишем y[y/2]]=2x1, то есть   ( x1) = 2 x1. 

f(x1, x2)= .2),,( 21

2

1 ixxI  

 Решение.   y[ ),( 1

2

1 yxI ] =y[x1]=0,  то есть (x1)=0. 

               f(x1, x2)= x1 ∸ x2,   i=1, 2. 

                  а)  x1(x1  ∸ x2) = (x1+x2) sg x1, где 









;1если,1

,0если,0

1

1

1
x

x
sgx  

                       б) x2(x1 ∸ x2) = x1 - x2. 

 

 Частично рекурсивные и общерекурсивные функции и  

их использование при решении задач 

 

Частичная функция f называется частично рекурсивной, если она может быть получена из 

простейших функций O(x),  (x)  и n

mI (x1, x2,…,xn) с помощью конечного числа 

применений операторов суперпозиции, примитивной рекурсии и минимизации. 

Все рассмотренные нами на данном занятии функции являются примитивно 

рекурсивными и, следовательно, частично рекурсивными. Будучи применен к вычислимой 

функции  - оператор снова дает вычислимую функцию, то есть сохраняет вычислимость. 

Тезис Черча. Любая вычислимая функция является частично рекурсивной. 

Частично рекурсивная функция называется общерекурсивной, если она определена 

для всех значений аргументов. 

Таким образом, изучение общерекурсивных  функций можно проводить в классе всех 

частично рекурсивных функций. Более того, не всегда частично рекурсивную функцию 

можно эффективным образом доопределить до общерекурсивной функции. При этом 

существуют такие частично рекурсивные функции, что никакие общерекурсивные 

функции не являются их доопределением. 

Если через Kcal, Kpr, Kchr  и Kor обозначить соответственно классы вычислимых, 

примитивно рекурсивных, частично рекурсивных  и общерекурсивных функций, то эти 

классы связаны между собой следующими отношениями: 

Kcal = Kpr  Kchr  Kor . 

 

            Задание 7.1 Доказать, что следующие функции частично рекурсивны: 

1.Нигде не определенная функция f(x).  

Решение. Достаточно воспользоваться определением частично рекурсивной функции. 

Тогда f(x) можно представить в виде f(x)=y[(x)+y=0]. 

      

   2. 


 


.случаяхостальныхвопределенане

,если,
),(

yxyx
yxf  

Действительно,  f(x, y)= z[|x-(z+y)|=0]. 

   3.  





случаях.остальных  в определена не

,|если,/
),(

xyyx
yxf  

Указание.  f(x,y)=z[|x-zy| = 0]. 

          4. 


 


случаях.остальныхвопределена  не

,если,
),(

xzz
yxf

y
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Указание. f(x,y)=z[|x-zy|=0]. 

        Задание 7.2. Доказать, что всякая примитивно рекурсивная функция 

общерекурсивна. 

Действительно, поскольку всякая примитивно рекурсивная функция всюду 

определена и в ней не используется оператор минимизации, то она общерекурсивная. 

Обратное утверждение не верно, так как существуют общерекурсивные функции, 

например, (x), применение к которым оператора минимизации приводит к функции, не 

являющейся общерекурсивной. 

Для уяснения утверждения 7.1 докажем, что следующие примитивно рекурсивные 

функции являются общерекурсивными. 

1. f(x, y)=xy; 

Указание.   


















 ,),()1,(

),()0,(
или

,1 1

1

0

xyxfyxf

xCxf

xxx

x

yy
  где С1(x)=1- const. 

2. 









.0,0

,0,1
)(

xесли

xеслиx
x  

Решение 

 Эта функция удовлетворяет соотношениям 

















).),(()1(
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Значит,  функция (x)  получается по схеме примитивной рекурсии из общерекурсивных  

функций и поэтому сама является общерекурсивной. 

 

3. x∸y =  








.если,0

,если,

yx

yxyx
 

Указание.  x∸0 ),,(2

1 yxIx    x ∸ (y+1) = (x∸ y) ∸1.   

4. |x-y|. 

Указание. |x-y|=(x∸y)+(y∸x) = S(x∸y, y∸x),  где  S-суперпозиция. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Целью методических указаний является оказание помощи обучающимся в 

выполнении самостоятельной работы по учебной дисциплине «Дискретная математика». 

Перед началом курса целесообразно ознакомиться со структурой дисциплины на 

основании программы, а также с последовательностью изучения тем и их объемом. С 

целью оптимальной самоорганизации необходимо сопоставить эту информацию с 

графиком занятий и выявить наиболее затратные по времени и объему темы, чтобы 

заранее определить для себя периоды объемных заданий. 

 

 

1. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 

Цель освоения дисциплины – формирование у обучающихся компетенций, 

предусмотренных ФГОС ВО, что достигается формированием личности студентов, 

развитием их интеллекта и способностей к логическому и алгоритмическому мышлению; 

формированием у обучающихся теоретических знаний дискретной математики, 

необходимых для глубокого понимания и качественного усвоения специальных 

дисциплин; демонстрацией связей законов дискретной математики с другими 

дисциплинами;  

- обучение приёмам исследования и решения математически формализованных 

задач; выработки у обучающихся умения анализировать полученные результаты; 

привитием навыков самостоятельного изучения литературы по дискретной математике и 

её приложениям;  

- формированием мировоззрения и развитию системного мышления. 
В результате освоения данной дисциплины формируются следующие компетенции 

у обучающегося: 

ОПК-1.2: Применяет современный математический аппарат для решения 

различных инженерных задач по радиотехнике 

 Самостоятельная работа по дисциплине «Дискретная математика» выполняется с 

целью получения и закрепления знаний, приобретенных при изучении теоретического 

материала. 

 

2. КОНТРОЛЬНЫЕ ТОЧКИ И ВИДЫ ОТЧЕТНОСТИ ПО НИМ 

Контроль качества и сроков изучение тем лекций выполняется в соответствии с 

учебным графиком. Оформляется в виде конспектирования текста.  

Контроль качества и сроков выполнения практических заданий осуществляется в 

соответствии с учебным графиком. Оформляется в соответствии с заданием. 

Контроль качества сдачи реферата осуществляется в соответствии с учебным 

графиком. Оформляется в соответствии с заданием. 

Успеваемость студентов по каждой дисциплине оценивается в ходе текущего 

контроля и промежуточной аттестации.  

 

3. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ИЗУЧЕНИЮ ТЕОРЕТИЧЕСКОГО 

МАТЕРИАЛА 

Изучение любого раздела или темы следует начинать с ознакомления с вопросами 

плана изучения темы. Теоретический материал представляет собой конспект лекций, 

содержащий необходимый набор утверждений и формул (без детальных подробностей), 

но с подробным обоснованием их использования при решении конкретных 

математических задач. При изучении материала необходимо помимо лекционных 

материалов использовать рекомендуемую основную и дополнительную литературу для 

лучшего усвоения материала. 
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Осваивать теорию следует в соответствии с той последовательностью, которая 

представлена в плане лекции. Методика работы с литературой предусматривает ведение 

записи прочитанного в виде плана - конспекта, опорного конспекта. Это позволит сделать 

знания системными, зафиксировать и закрепить их в памяти. 

Для успешного освоения дисциплины, необходимо самостоятельно детально 

изучить представленные темы по рекомендуемым источникам информации. При 

подготовке к занятиям следует руководствоваться указаниями и рекомендациями 

преподавателя, использовать основную литературу из представленного им списка. Для 

наиболее глубокого освоения дисциплины рекомендуется изучать литературу, 

обозначенную как «дополнительная» в представленном списке в РПД.  

Вопросы для подготовки к устному опросу  текущего контроля  

  

1.Предмет, цели и задачи дисциплины.  

2.Основные понятия и определения дискретной математики. 

3.Символика математической логики. 

4.Понятия множества и его классификация. 

5.Числовое множество, его свойства, классификация.  

6.Способы задания множеств. Операции над множествами. 

7.Равные множества. Их свойства.  

8.Подмножества. Свойства операций над множествами.    

9.Эквивалентные и счетные множества.  

10.Мощность множества и его примеры его вычислений. 

11.Понятие комбинаторики. Виды соединений.  

12.Отношения порядка. Упорядоченное множество. 

13.Перестановки, сочетания и размещения. Формулы вычислений с повторениями и без 

повторений.                   

14.Биномиальная теорема 

15.Понятие декартово произведения и его свойства. 

16.Соответствия между множествами 

17.Понятие бинарных отношений. Область определения. Множество значений. 

18.Обратные отношения. Свойства бинарных отношений. Функциональные бинарные 

отношения 

19.Отношение эквивалентности.  Класс эквивалентности 

20.Отношение порядка. Линейный порядок. Частичный порядок. 

21.Понятие бинарной операции. Алгебраическая структура.  

22.Аддитивная и мультипликативная структура. 

23.Свойства операций. Нейтральный, симметричный, противоположный элементы. 

Сигнатура.                      

24.Полугруппы, моноиды и группы.  

25.Абелевы группы и их свойства. 

26.Кольцо. Аддитивная  группа кольца.  Мультипликативная полугруппа.  Свойства 

колец.  Область целостности. Подкольцо. Поле.                   

27.Булевы алгебры и её законы.                                                                           

28.Алгебра множеств. Алгебра контактных схем.  

29.Предмет и методы логики. Понятия высказывания.  

30.Отрицание.  Конъюнкция.  Дизъюнкция.   Импликация. Эквивалентность. 

31.Таблицы истинности.                                                  

32.Алфавит  исчисления  высказываний: символы, подслово, язык, формулы. 

33.Равносильность логических формул с помощью таблиц истинности.  

34.Законы равносильности. Законы двойственности. 

35.Понятие тавтологии. Законы логики. Закон  силлогизма.  

36.Закон контрапозиции. Закон исключения третьего. Закон противоречия. Закон 
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двойного отрицания.              

37.Логическое следование.  Умозаключение. Посылка. Заключение. Принцип дедукции. 

38.Понятие предиката. Высказывательная форма.  

39.Одноместный предикат. Область определения предиката. Область истинности 

предиката. Тождественно истинный предикат.     

40.Двухместный предикат. n–местный предикат. Равносильные предикаты.                                      

41.Логические операции над предикатами. Отрицание предиката.  Конъюнкция 

предикатов.  Дизъюнкция предикатов. Импликация  предикатов.  Эквиваленция  

предикатов. 

42.Квантор всеобщности. Квантор существования. 

43.Алфавит логики предикатов. Синтаксис языка логики. Семантика языка логики.  

Прагматика языка логики. 

44.Множеством выражений теории. Язык теории. Сигнатура. Элементарная формула. 

Интерпретация теорий первого порядка. Логические аксиомы. Специальные аксиомы.                        

45.Проблема непротиворечивости.   

46.Проблема независимости системы аксиом теории.   

47.Формализуемость и разрешимость теории. Категоричность теории.   

48.Проблема полноты теории.   Теоремы Геделя о неполноте.       

49.Основные понятия теории графов: граф, вершины, ребра. Неориентированные и 

ориентированные  графы.   Инцидентные элементы. Подграф. Мульти граф. Псевдо граф.                            

50.Путь, длина, цикл. Степенью вершины.   Эйлеров цикл.   Гамильтонов  цикл. Сеть. 

Способы задания  графов.    

51.Матрица смежности графа. Матрица инцидентности графа для неориентированного и 

ориентированного графа.  еление связного и несвязного графа.                                                                        

52.Деревья и леса. Порфириан.  Корневое дерево.     . 

Критерии оценки устного опроса 

Полнота ответа на поставленный вопрос, умение использовать термины, приводить 

примеры, делать выводы. 

За каждый блок в сумме обучающийся должен получить 25 баллов, из них 9 – за 

устный опрос на практических занятиях,  6 –за выполнение тестовых заданий, 6 – за 

выполнение ситуационных  заданий, 4 – за реферат. 

Критерии получения оценки:  

- результат, содержащий полный правильный ответ – максимальное количество 

баллов; 

- результат, содержащий неполный правильный ответ (степень полноты 

ответа – более 60%) или ответ, содержащий незначительные неточности– 75% от 

максимального количества баллов; 

- результат, содержащий неполный правильный ответ (степень полноты ответа – от 

41 до 60%) или ответ, содержащий  значительные неточности -45 % от максимального 

количества баллов; 

- результат, содержащий неполный правильный ответ (степень полноты ответа – 

менее 41%), неправильный ответ (ответ не по существу задания) или отсутствие ответа – 0 

% от максимального количества баллов. 

 

4. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ К ПРАКТИЧЕСКИМ 

ЗАНЯТИЯМ 

Процесс подготовки к практическим (семинарским) занятиям включает изучение 

теоретического материала, обязательной и дополнительной литературы по 

рассматриваемому вопросу. 

Непосредственное проведение практического (семинарского) занятия 

предполагает: 
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 - индивидуальные выступления студентов с сообщениями по какому-либо вопросу 

изучаемой темы; 

- фронтальное обсуждение рассматриваемой проблемы, обобщения и выводы; 

- решение задач и упражнений по образцу; 

 - решение вариантных задач и упражнений; 

 - решение ситуационных заданий; 

 

Критерии оценивания ответа на практическом занятии 

Шкала оценивания 
Оценочное средство 

Ответ на вопросы к практическому занятию 

отличное усвоение 

(высокий/продвинуты

й уровень)  

оценка «отлично» 

3 балла 

Компетенция (и) или ее часть (и) сформированы на высоком уровне 

(уровень 3). Обучающийся демонстрирует сформированные 

системные знания, сформированные умения отбирать, анализировать, 

обобщать, классифицировать, интерпретировать информацию. 

Теоретическое содержание материала освоено полностью, без 

пробелов, необходимые практические навыки работы с освоенным 

материалом в основном сформированы, все предусмотренные 

программой обучения учебные задания выполнены, качество 

выполнения большинства из них оценено числом баллов, близким к 

максимальному; обучающийся грамотно и логически стройно излагает 

материал. 

хорошее усвоение 

(повышенный 

уровень) 

 оценка «хорошо» 

2 балла 

Компетенция (-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на среднем 

уровне (уровень 2). Обучающийся демонстрирует общие, но не 

структурированные знания, частично сформированные умения 

отбирать, анализировать, обобщать, классифицировать, 

интерпретировать информацию. Теоретическое содержание материала 

освоено полностью, без пробелов, некоторые практические навыки 

работы с освоенным материалом сформированы недостаточно, все 

предусмотренные программой обучения учебные задания выполнены, 

некоторые виды заданий выполнены с ошибками 

неполное усвоение 

(пороговое)  

оценка 

«удовлетворительно» 

1 балл 

Компетенция (-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на базовом 

уровне (уровень 1). Обучающийся демонстрирует фрагментарные 

знания, слабо сформированные умения отбирать, анализировать, 

обобщать, классифицировать, интерпретировать информацию. 

Теоретическое содержание материала освоено частично, необходимые 

практические навыки работы с освоенным материалом в основном 

сформированы, большинство предусмотренных программой обучения 

учебных заданий выполнено, некоторые из выполненных заданий, 

содержат ошибки; при изложении материала обучающийся допускает 

неточности, недостаточно правильные формулировки, нарушает 

последовательность в изложении 

отсутствие усвоения 

(ниже порогового) 

оценка 

«неудовлетворительн

о»  

0 баллов 

Компетенция (и) или ее часть (и) не сформированы. Обучающийся 

демонстрирует отсутствие знаний, крайне разрозненные 

представления, отсутствие умений или крайне слабо сформированные 

умения отбирать, анализировать, обобщать, классифицировать, 

интерпретировать информацию. Обучающийся демонстрирует 

отсутствие знаний, крайне разрозненные представления, отсутствие 

умений или крайне слабо сформированные умения отбирать, 

анализировать, обобщать, классифицировать, интерпретировать 

информацию. Теоретическое содержание материала не освоено, 
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необходимые практические навыки работы не сформированы, 

большинство предусмотренных программой обучения учебных 

заданий не выполнено, либо качество их выполнения оценено числом 

баллов, близким к минимальному; при дополнительной 

самостоятельной работе над материалом курса возможно повышение 

качества выполнения учебных заданий 

 

5. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ РЕФЕРАТА 

 К самостоятельной работе относится написание и защита реферата в семестре. 

Подготовка реферата по дисциплине «Математика» - один из основных этапов учебного 

процесса в обучении студентов, которым необходимо приобрести навыки 

самостоятельного исследования и представления его результатов. Тема выбирается 

студентом самостоятельно по согласованию с преподавателем. 

Примерные темы реферата: 

1. Элементы топологии. 

2. Моделирование систем с помощью графов. 

3. Сетевые модели. 

4. Использование сетевых графиков для моделирования бизнес-процессов. 

5. Сложность графов. Оценка сложности систем с помощью теории графов. 

6. Функции алгебры логики. Представление процессов с помощью функций алгебры 

логики. 

7. Исчисление предикатов. 

8. Исчисление высказываний. 

9. Алгебра предикатов первого порядка. 

  В результате подготовки реферата студент может выступать на конференциях и 

семинарах по этому вопросу. 

Общие рекомендации по подготовке реферата 

Реферат должен включать в себя введение, основную часть и заключение. 

Во введении необходимо отразить обоснование актуальности выбранной темы, 

краткое описание текущего состояния проблемы. В нем студент должен указать цель и 

задачи работы, объект исследования, элементы новизны, введенные в процессе написания 

работы. Необходимо перечислить проблемы, которые должны быть решены в рамках 

выбранной темы. 

Основная часть доклада должна содержать вопросы, предусмотренные в плане 

работы. В ней необходимо отразить теоретические основы, раскрывающие суть проблемы, 

проанализировать собранные материалы, характеризующие практическую сторону 

объекта исследования. Этот раздел может содержать рабочие таблицы, диаграммы и 

другие материалы. 

В заключении необходимо отразить выводы и предложения, полученные в 

результате выполнения работы. Они должны быть сформулированы четко и точно. 

Список литературы включает в алфавитном порядке список соответствующей 

научной литературы, научных работ, статистических сборников и других источников, 

выпущенных не ранее пяти лет. 

Оформление реферата и порядок защиты 

Объем работы – 7-10 страниц пронумерованного компьютерного текста, шрифт, 14, 

интервал 1,5, поля стандартные. Иллюстрации, фотографии, рисунки, графики, которые 

содержатся в реферате, должны быть пронумерованы.  

Выполненный реферат проверяется преподавателем. Если доклад оформлен 

согласно предъявляемым требованиям, то работа допускается к защите, о чем 

преподавателем делаются записи на титульном листе работы. Если доклад имеет 
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отрицательный отзыв, то документ возвращается на доработку с последующим 

представлением к повторному рассмотрению. 

Требуемый уровень оригинальности не менее 50%. 

Доклады могут сопровождаться презентацией, отражающей основные моменты 

выполненного исследования.  

Критерии оценки реферата 

Шкала оценивания Оценочное средство 

Реферат 

отличное усвоение 

(высокий/продвинуты

й уровень)  

оценка «отлично» 

4 балла 

Обучающийся демонстрирует сформированные системные знания, 

сформированные умения отбирать, анализировать, обобщать, 

классифицировать, интерпретировать информацию. Самостоятельно 

написанный реферат, в котором продемонстрировано умение 

систематизировать и структурировать материал, работать с 

источниками, излагать материал последовательно и грамотно, 

демонстрируя культуру изложения, обобщать и делать выводы; 

выдержано стилевое единство текста, оформление (в том числе 

библиографического списка), соблюдены требования к объему 

реферата. 

хорошее усвоение 

(повышенный 

уровень)  

оценка «хорошо» 

3 балла 

Обучающийся демонстрирует общие, но не структурированные 

знания, частично сформированные умения отбирать, анализировать, 

обобщать, классифицировать, интерпретировать информацию. 

Основные требования к реферату выполнены, но при этом имеются 

недочеты: неточности в изложении материала, может быть 

недостаточно полно развернута аргументация, допущены 

погрешности структурирования материала, оформления (в том числе 

библиографического списка), не выдержан объём. 

неполное усвоение 

(пороговое)  

оценка 

«удовлетворительно» 

1-2 балла 

Обучающийся демонстрирует фрагментарные знания, слабо 

сформированные умения отбирать, анализировать, обобщать, 

классифицировать, интерпретировать информацию. Неполно или 

непоследовательно раскрыто содержание материала, но показано 

общее понимание вопроса и продемонстрированы умения, 

достаточные для дальнейшего усвоения материала; допущены ошибки  

использовании терминологии, допущены погрешности 

структурирования материала, оформления (в том числе 

библиографического списка).  

отсутствие усвоения 

(ниже порогового) 

оценка 

«неудовлетворительн

о» 

0 баллов 

Обучающийся демонстрирует отсутствие знаний, крайне 

разрозненные представления, отсутствие умений или крайне слабо 

сформированные умения отбирать, анализировать, обобщать, 

классифицировать, интерпретировать информацию. Тема реферата не 

раскрыта, нарушена логика в изложении материала, нет необходимых 

обобщений и выводов; имеются грубые нарушения культуры 

изложения; использовано критически малое количество источников; 

реферат является плагиатом более чем на 90%.  

 

6. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ К ТЕСТИРОВАНИЮ 

Успешное выполнение тестовых заданий является необходимым условием 

итоговой положительной оценки в соответствии с рейтинговой системой обучения. 

Выполнение тестовых заданий предоставляет студентам возможность самостоятельно 

контролировать уровень своих знаний, обнаруживать пробелы в знаниях и принимать 
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меры по их ликвидации. Форма изложения тестовых заданий позволяет закрепить и 

восстановить в памяти пройденный материал. Тестовые задания охватывают основные 

вопросы по дисциплине «Дискретная математика».  

У студента есть возможность выбора правильного ответа или нескольких 

правильных ответов из числа предложенных вариантов. Для выполнения тестовых 

заданий студенты должны изучить лекционный материал по теме, соответствующие 

разделы учебников, учебных пособий и других источников. 

Контрольный тест выполняется студентами самостоятельно во время семинарских 

занятий. 

 

Критерии оценивания результатов теста 

№  

п/п  

Процент правильно 

выполненных заданий 

Оценка 

1.  90-100%     «5» (отлично)  

2.  65-90%      «4» (хорошо)  

3.  50-65%       «3» (удовлетворительно)  

4.  50% и менее       «2» (неудовлетворительно)  

 

Критерии оценивания компетенций  

Оценка «отлично» выставляется студенту, если количество правильных ответов 

на тестовые задания превышает 90 %. 

Оценка «хорошо» выставляется студенту, если количество правильных ответов на 

тестовые задания превышает 65 %). 

Оценка «удовлетворительно» выставляется студенту, если количество 

правильных ответов на тестовые задания превышает 50 %). 

Оценка «неудовлетворительно» выставляется студенту, если количество 

правильных ответов на тестовые задания составляет менее 50 %, либо ответы 

заимствованы. 

Оформление ответов на тесты 

Ответы на тесты оформляются на студентом на отдельном листе самостоятельно. 

В правом углу проставляется ФИО и группа, далее следует номер теста и выбранный 

вариант ответа.  

 

7. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ 

СИТУАЦИОННОГО ЗАДАНИЯ 

Представляет собой элемент кейс-технологии;  выполняется обучающимися по 

результатам пройденной теории; включает в себя не вопрос – ответ, а анализ конкретной 

ситуации посредством  осмысленного отношения к полученной теории, т.е. рефлексии, 

либо применении соответствующих теоретических знаний на практике. 

Критерии оценивания выполнения ситуационного задания 

Шкала оценивания Оценочное средство 

Ситуационное задание 

отличное  

усвоение (высокий/ 

продвинутый 

Задание выполнено полностью, в случае устного отчета-

презентации по выполнению задания обучающийся приводит 

полную четкую аргументацию выбранного решения на основе 

качественно сделанного анализа. Обучающийся демонстрирует 

сформированные системные знания, сформированные умения 
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уровень)  

оценка «отлично» 

3 балла 

отбирать, анализировать, обобщать, классифицировать, 

интерпретировать информацию. Компетенция (и) или ее часть 

(и) сформированы на высоком уровне (уровень 3). 

хорошее усвоение 

(средний уровень)  

оценка «хорошо» 

2 балла 

Задание выполнено, но сделан неполный анализ кейса, имеются 

ошибки в решении, в случае устного отчета-презентации по 

выполнению задания обучающийся не приводит полную четкую 

аргументацию выбранного решения. Обучающийся 

демонстрирует общие, но не структурированные знания, 

частично сформированные умения отбирать, анализировать, 

обобщать, классифицировать, интерпретировать информацию. 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на среднем 

уровне (уровень 2). 

неполное усвоение 

(пороговое, базовое) 

оценка 

«удовлетворительно» 

1 балл 

Задание выполнено более чем на 2/3, в решении допущены 

существенные ошибки; обучающийся демонстрирует 

фрагментарные знания, слабо сформированные умения 

отбирать, анализировать, обобщать, классифицировать, 

интерпретировать информацию. При устной презентации на 

вопросы отвечает с трудом или не отвечает совсем. 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на базовом 

уровне (уровень 1). 

отсутствие усвоения 

(ниже порогового) 

оценка 

«неудовлетворительно» 

0 баллов 

Компетенция(и) или ее часть (и) не сформированы. Задание не 

выполнено, или выполнено менее чем на треть; обучающийся 

демонстрирует отсутствие знаний, крайне разрозненные 

представления, отсутствие умений или крайне слабо 

сформированные умения отбирать, анализировать, обобщать, 

классифицировать, интерпретировать информацию. Если 

решение и обозначено в отчете-презентации, то оно не является 

решением проблемы, которая заложена в кейсе. 

 

 

8. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ КОНТРОЛЬНОЙ 

РАБОТЫ 

 Письменная работа, выполняемая по дисциплине, в рамках которой решаются 

конкретные задачи, либо раскрываются определенные условием вопросы с целью оценки 

качества усвоения студентами отдельных, наиболее важных разделов, тем и проблем 

изучаемой дисциплины, умения решать конкретные теоретические и практические задачи. 

Средство проверки умений применять полученные знания для решения задач 

определенного типа по теме или разделу. 

Критерии оценивания контрольной работы 

По результатам устного опроса по контрольной работе обучающемуся 

выставляется оценка «зачтено», или «не зачтено». 

Оценка «зачтено» выставляется обучающемуся, если:  

- обучающийся знает и воспроизводит основные положения дисциплины в 

соответствии с заданием, применяет их для выполнения типового задания, в котором 

очевиден способ решения;  

- обучающийся демонстрирует базовые знания, умения и навыки, примененные при 

выполнении заданий контрольной работы; 
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- у обучающегося не имеется затруднений в использовании научно-понятийного 

аппарата в терминологии курса, а если затруднения имеются, то они незначительные;  

- на дополнительные вопросы преподавателя обучающийся дал правильные или 

частично правильные ответы. 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на базовом уровне. 

Оценка «не зачтено» ставится обучающемуся, если:  

- обучающийся имеет представление о содержании дисциплины, но не знает 

основные положения (темы, раздела, закона и т.д.), к которому относится задание, не 

способен выполнить задание с очевидным решением, не владеет навыками в области 

изучаемой дисциплины; 

- обучающийся не демонстрирует базовые знания, умения и навыки, необходимые 

для выполнения заданий контрольной работы; 

- в процессе ответа по теоретическому и практическому материалу, содержащемуся 

в вопросах контрольной работы, допущены принципиальные ошибки при изложении 

материала.  

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) не сформированы. 

 

9. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ К ЭКЗАМЕНУ 

Оценивание результатов освоения дисциплины «Дискретная математика» 

осуществляется в соответствии с Положением о текущем контроле и промежуточной 

аттестации обучающихся. Промежуточная аттестация по дисциплине проводится в форме 

экзамена.  

Экзамен является заключительным этапом процесса формирования компетенции 

студента при изучении дисциплины или ее части и имеет целью проверку и оценку знаний 

студентов по теории и применению полученных знаний, умений и навыков при решении 

практических задач. 

Экзамен в форме устного опроса проводится по заранее утвержденным 

экзаменационным билетам. Экзаменационный билет включает два экзаменационных 

вопроса и одно задание для проверки полученных знаний, освоенных умений и 

приобретенных владений всех заявленных результатов обучения дисциплинарной 

компетенции. В ходе устного опроса преподаватель может задавать дополнительные 

вопросы по билету, а также по другим темам в пределах материала, вынесенного на 

экзамен. 

По результатам экзамена обучающемуся выставляется оценка «отлично», 

«хорошо», «удовлетворительно», или «неудовлетворительно». Результат сдачи экзамена 

заносится преподавателем в экзаменационную ведомость и зачетную книжку. Оценка 

«неудовлетворительно» проставляется только в экзаменационной ведомости. Неявка на 

экзамен отмечается в экзаменационной ведомости словами «не явился». 

Проверка качества подготовки студентов на экзаменах заканчивается выставлением 

отметок по принятой пятибалльной шкале. 

Вопросы к экзамену:  

1. Основные понятия и определения дискретной математики. 

2. Символика математической логики. Понятия множества и его классификация. 

3. Числовое множество, его свойства, классификация. Способы задания множеств. 

Операции над множествами. 

4. Эквивалентные и счетные множества. Мощность множества. 

5. Понятие комбинаторики. Формулы вычислений с повторениями и без повторений. 

6. Отношения порядка. Упорядоченное множество. 

7. Декартово произведение и его свойства. 

8. Понятие бинарных отношений, их свойства. Область определения. Множество 

значений. 

9. Отношения эквивалентности, порядка. 
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10.  Понятие бинарной операции. Алгебраическая структура.  

11.  Аддитивная и мультипликативная структура. Свойства операций. Нейтральный, 

симметричный, противоположный элементы.  

12.  Полугруппы, моноиды и группы.  

13.  Абелевы группы и их свойства. Кольцо. Подкольцо. Поле. 

14. Булевы алгебры и её законы.                                                                           

15. Алгебра множеств. Алгебра контактных схем.  

16. Предмет и методы логики. Понятия высказывания.  

17. 5 основных логических операций. Таблицы истинности.  

18. Равносильность логических формул. Законы равносильности. Законы двойственности. 

19. Понятие тавтологии. Законы логики. Закон  силлогизма.  

20. Закон контрапозиции. Закон исключения третьего. Закон противоречия. Закон 

двойного отрицания.              

21. Логическое следование.  Умозаключение. Посылка. Заключение. Принцип дедукции. 

22. Понятие предиката. Высказывательная форма.  

23. Одноместный предикат. Область определения предиката. Область истинности 

предиката. Тождественно истинный предикат.     

24. Логические операции над предикатами. Квантор всеобщности. Квантор 

существования. 

25. Алфавит логики предикатов. Синтаксис языка логики. Семантика языка логики.  

Прагматика языка логики. 

26. Проблема непротиворечивости. Проблема независимости системы аксиом теории.   

27. Основные понятия теории графов. Неориентированные и ориентированные  графы. 

Инцидентные элементы. Подграф. Мульти граф. Псевдо граф.                            

28. Путь, длина, цикл. Эйлеров и Гамильтонов циклы.  

29. Способы задания  графов. Матрицы смежности и инцидентности графа. Выделение 

связного и несвязного графа. 

30. Деревья и леса. Порфириан. Корневое дерево. 

 

Критерии оценивания экзаменационного ответа 

Оценка «отлично» (81-100 баллов) выставляется обучающемуся, если: 

- обучающийся набрал по текущему контролю необходимые и достаточные баллы для 

выставления оценки автоматом; 

- обучающийся знает, понимает основные положения дисциплины, демонстрирует 

умение применять их для выполнения задания, в котором нет явно указанных способов 

решения; 

- обучающийся анализирует элементы, устанавливает связи между ними, сводит их в 

единую систему, способен выдвинуть идею, спроектировать и презентовать свой проект 

(решение); 

- ответ обучающегося по теоретическому и практическому материалу, содержащемуся в 

вопросах экзаменационного билета, является полным, и удовлетворяет требованиям 

программы дисциплины; 

- обучающийся продемонстрировал свободное владение концептуально-понятийным 

аппаратом, научным языком и терминологией соответствующей дисциплины; 

- на дополнительные вопросы преподавателя обучающийся дал правильные ответы. 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на высоком уровне. 

Оценка «хорошо» (61-80 баллов) выставляется обучающемуся, если: 

- обучающийся знает, понимает основные положения дисциплины, демонстрирует 

умение применять их для выполнения задания, в котором нет явно указанных способов 

решения; анализирует элементы, устанавливает связи между ними; 

- ответ по теоретическому материалу, содержащемуся в вопросах экзаменационного 

билета, является полным, или частично полным и удовлетворяет требованиям 
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программы, но не всегда дается точное, уверенное и аргументированное изложение 

материала; 

- на дополнительные вопросы преподавателя обучающийся дал правильные ответы; 

- обучающийся продемонстрировал владение терминологией соответствующей 

дисциплины. 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на среднем уровне. 

Оценка «удовлетворительно» (41-60 баллов) выставляется обучающемуся, если: 

- обучающийся знает и воспроизводит основные положения дисциплины в соответствии 

с заданием, применяет их для выполнения типового задания в котором очевиден способ 

решения; 

- обучающийся продемонстрировал базовые знания важнейших разделов дисциплины и 

содержания лекционного курса; 

- у обучающегося имеются затруднения в использовании научно-понятийного аппарата в 

терминологии курса; 

- несмотря на недостаточность знаний, обучающийся имеется стремление логически 

четко построить ответ, что свидетельствует о возможности последующего обучения. 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на базовом уровне. 

Оценка «неудовлетворительно» (менее 41 балла) выставляется обучающемуся, если: 

- обучающийся имеет представление о содержании дисциплины, но не знает основные 

положения (темы, раздела, закона и т.д.), к которому относится задание, не способен 

выполнить задание с очевидным решением, не владеет навыками и техниками научного 

исследования в страховой деятельности; анализа страховых рынков в экономике и 

бизнесе; 

- у обучающегося имеются существенные пробелы в знании основного материала по 

дисциплине; 

- в процессе ответа по теоретическому материалу, содержащемуся в вопросах 

экзаменационного билета, допущены принципиальные ошибки при изложении 

материала. 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) не сформированы. 

 

Оценоч

ное 

средств

о 

Шкала оценивания 

отсутствие 

усвоения (ниже 

порогового) оценка 

«неудовлетворител

ьно» 

менее 41 балла 

неполное 

усвоение 

(пороговое, 

базовое) оценка 

«удовлетворитель

но» 

41-60 баллов 

хорошее усвоение 

(средний уровень) 

оценка «хорошо» 

61-80 баллов 

отличное 

усвоение 

(высокий/продв

инутый 

уровень) оценка 

«отлично» 

81-100 баллов 

Экзамен 

 

Компетенция(и) 

или ее часть (и) не 

сформированы. 

Обучающийся 

демонстрирует 

отсутствие знаний, 

крайне 

разрозненные 

представления, 

отсутствие умений 

или крайне слабо 

сформированные 

умения отбирать, 

анализировать, 

Компетенция(-и) 

или ее (их) часть(-

и) сформированы 

на базовом уровне 

(уровень 1). 

Обучающийся 

демонстрирует 

фрагментарные 

знания, слабо 

сформированные 

умения отбирать, 

анализировать, 

обобщать, 

классифицировать

Компетенция(-и) 

или ее (их) часть(-

и) сформированы 

на среднем уровне 

(уровень 2). 

Обучающийся 

демонстрирует 

общие, но не 

структурированны

е знания, частично 

сформированные 

умения отбирать, 

анализировать, 

обобщать, 

Компетенция 

(и) или ее часть 

(и) 

сформированы 

на высоком 

уровне (уровень 

3). 

Обучающийся 

демонстрирует 

сформированны

е системные 

знания, 

сформированны

е умения 
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обобщать, 

классифицировать, 

интерпретировать 

информацию. 

Обучающийся 

имеет 

представление о 

содержании 

дисциплины, но не 

знает основные 

положения (темы, 

раздела, закона и 

т.д.), к которому 

относится задание. 

У обучающегося 

имеются 

существенные 

пробелы в знании 

основного 

материала по 

дисциплине. В 

процессе ответа по 

теоретическому 

материалу, 

содержащемуся в 

вопросах 

экзаменационного 

билета, допущены 

принципиальные 

ошибки при 

изложении 

материала. 

 

 

 

, 

интерпретировать 

информацию. 

Обучающийся 

знает и 

воспроизводит 

основные 

положения 

дисциплины в 

соответствии с 

заданием, 

применяет их для 

выполнения 

типового задания 

в котором 

очевиден способ 

решения. 

Обучающийся 

продемонстриров

ал базовые знания 

важнейших 

разделов 

дисциплины и 

содержания 

лекционного 

курса. У 

обучающегося 

имеются 

затруднения в 

использовании 

научно-

понятийного 

аппарата курса. 

Несмотря на 

недостаточность 

знаний, 

обучающийся 

имеется 

стремление 

логически четко 

построить ответ, 

что 

свидетельствует о 

возможности 

последующего 

обучения. 

 

 

 

классифицировать, 

интерпретировать 

информацию.  

Обучающийся 

знает, понимает 

основные 

положения 

дисциплины, 

демонстрирует 

умение применять 

их для выполнения 

задания, в котором 

нет явно 

указанных 

способов решения; 

анализирует 

элементы, 

устанавливает 

связи между ними. 

Ответ по 

теоретическому 

материалу, 

содержащемуся в 

вопросах 

экзаменационного 

билета, является 

полным, или 

частично полным 

и удовлетворяет 

требованиям 

программы, но не 

всегда дается 

точное, уверенное 

и 

аргументированно

е изложение 

материала. На 

дополнительные 

вопросы 

преподавателя 

обучающийся дал 

правильные 

ответы. 

Обучающийся 

продемонстрирова

л владение 

терминологией 

дисциплины. 

отбирать, 

анализировать, 

обобщать, 

классифицирова

ть, 

интерпретирова

ть информацию.  

Анализирует 

элементы, 

устанавливает 

связи между 

ними, сводит их 

в единую 

систему.  

Ответ 

обучающегося 

по 

теоретическому 

и 

практическому 

материалу, 

содержащемуся 

в вопросах 

экзаменационно

го билета, 

является 

полным, и 

удовлетворяет 

требованиям 

программы 

дисциплины. 

Обучающийся 

продемонстриро

вал свободное 

владение 

концептуально-

понятийным 

аппаратом, 

дисциплины. На 

дополнительные 

вопросы 

преподавателя 

обучающийся 

дал правильные 

ответы. 

Также оценка 

«отлично» 

выставляется, 

если 
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обучающийся 

набрал по 

текущему 

контролю 

необходимые и 

достаточные 

баллы для 

выставления 

оценки 

автоматом. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

При изучении курса наряду с овладением студентами теоретическими 

положениями уделяется внимание приобретению практических навыков, с тем, чтобы они 

смогли успешно применять их в дальнейшей профессиональной деятельности. 

Цель освоения дисциплины – формирование у обучающихся общекультурных 

компетенций, предусмотренных ФГОС ВО, что достигается в процессе освоения 

обучающимися представлений о специфике философии как способе познания и духовного 

освоения мира, основных разделах современного философского знания, философских 

проблемах и методах их исследования; овладения базовыми принципами и приемами 

философского познания; введения в круг философских проблем, связанных с областью 

будущей профессиональной деятельности; выработкой навыков работы с оригинальными 

и адаптированными философскими текстами, кодексами этики и служебного поведения. 

Применение метода системного анализа к изучению данной дисциплины 

определяет следующие его задачи: развитие навыков критического восприятия и оценки 

источников информации, умения логично формулировать, излагать и аргументировано 

отстаивать собственное видение проблем и способов их разрешения; овладение приемами 

ведения дискуссии, полемики, диалога, правилами этикета при общении с инвалидами и 

лицами с ограниченными возможностями здоровья. 

В результате освоения данной дисциплины формируются следующие компетенции 

у обучающегося: 

УК-5.1: Использует логико-методологический инструментарий для критической 

оценки современных концепций философского и социального характера в своей 

профессиональной области. 

Изучив данный курс, студент должен: 

Знать: 

основные направления, теории, проблемы и методы философии, содержание 

современных философских дискуссий по проблемам общественного развития и 

профессиональной этики. 

Уметь: 

формировать и аргументированно отстаивать собственную позицию по различным 

проблемам философии; использовать положения и категории философии для оценивания 

и анализа различных социальных тенденций, фактов и явлений; выявлять специфику и 

использовать в своей деятельности инклюзивную компетентность. 

Владеть: 

навыками восприятия и анализа текстов, имеющих философское содержание; 

приемами ведения дискуссии и полемики, навыками публичной речи и письменного 

аргументированного изложения собственной точки зрения, навыками взаимодействия в 

социальной и профессиональной сферах с лицами с ограниченными возможностями 

здоровья и инвалидами. 

Реализация компетентностного подхода предусматривает широкое использование в 

учебном процессе активных и интерактивных форм проведения занятий (разбор 

конкретных ситуаций, собеседование) в сочетании с внеаудиторной работой с целью 

формирования и развития профессиональных навыков специалистов. 

Лекционный курс является базой для последующего получения обучающимися 

практических навыков, которые приобретаются на практических занятиях, проводимых в 

активных формах: деловые игры; ситуационные семинары. Методика проведения 

практических занятий и их содержание продиктованы стремлением как можно 

эффективнее развивать у студентов мышление и интуицию, необходимые современному 

специалисту. Активные формы семинаров открывают большие возможности для проверки 

усвоения теоретического и практического материала. 
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Практическое занятие 1 Философское мировоззрение, его структура и особенности. 
 

Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальных компетенций: УК-
5.1 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Мировоззрение, его структура и основные типы. Философское мировоззрение.  
2. Мифология и предфилософия, философия и преднаука. 

3. Специфика философского знания. 

4. Основные философские направления. 
5. Философия как теория и метод. 

6. Исторические типы философии. 

7. Основные жизненные позиции в отношении людей с инвалидностью или с особыми 
потребностями. 

 

Практическое занятие 2 Философия Древнего мира и Средневековья. 
 

Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальных компетенций: УК-

5.1 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Общие особенности философии Древнего Востока. 

2. Философия Древней Индии. 

3. Философия Древнего Китая. 

4. Досократики. Возникновение и эволюция идеи первоначала (Фалес, Анаксимандр, 

Анаксимен, Гераклит Эфесский, Демокрит, Левкипп, Эпикур). 

5. Элеаты и бытие (Парменид, Зенон). Софисты их «практическая» философия. 

6. Основные философские идеи Сократа, Платона и Аристотеля. 

7. Философия раннего эллинизма. 

8. Средневековая философия – служанка богословия. 

9. Влияние Платона на проблемы патристики (Августин Блаженный). 

10. Постижение сущности христианского учения схоластикой (Росцелин, Пьер Абеляр, 

Фома Аквинский и др.). 

11. Теория двойственной истины (Уильямм Оккам). 
 

Задание 1 

Заполнить таблицу философскими открытиями, новациями, рассматриваемыми 
проблемами основных представителей Восточной философии: 
 

Века Представитель Философские новации 

Индийская философия 

VII в. до 

н.э. 

Капила Создаёт систему санкхья, согласно которой материя 

дифференцируется на 24 элемента, освобождение от которых – 

путь к счастью 

не изв. Брихаспати Развивает … 

 

 

 

V в. до н. 

э. 

Бадараяна … 

 
 

 

… Махавира … 

 

 

 

… Будда … 
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ок. II в. до 

н.э. 

Джаймини … 

 

 

 

I н.э Канада … 

 

 

 

… Готама … 

 
 

 

не изв. Патанджали … 

 

 

 

Китайская философия 

VI-V вв. 

до н.э. 

Конфуций … 

 

 

 

… Лао - Цзы … 

 

 

 

VII н.э. Хуэйнэн Придаёт систематический вид чань-буддизму. За счёт 
психологического тренинга следует слиться сердцем с единым 

 

Задание 2  

Разгадать кроссворд по античной философии. 

По горизонтали: 
1. Как называется выражение Гераклита «Всё течёт, всё меняется» или «Нельзя дважды войти в 

одну и ту же реку». 

3. Про что идёт речь: «В её стремительном полёте есть момент отсутствия, и движения, и 

остановки...» 
4. По мнению элеатов, основным свойством окружающего мира является… 

6. Труд Аристотеля, в котором он анализирует и отвергает рассуждения Зенона. 

8. Философская школа, существовавшая в конце VI-V века до н. э., которой принадлежал Зенон. 
9. Животное, которое никогда не сможет догнать Ахиллес. 

12. Элеаты, как противники науки о природе. 

14. Апория, перевод с греческого. 

16. С этим понятием тесно связаны парадоксы Зенона. 
17. То, что хотел выявить Зенон в позиции оппонента. 

18. Рассуждения Зенона. 

19. Опроверг апории Зенона. 
20. Апория о том, что движение никогда не начнется, а так же о том, что тело не достигнет цели.  

22. Наука, с помощью которой делались попытки опровергнуть апории. 

24. Первый древнегреческий атомист, ученик Зенона 
 

По вертикали: 
2. Зенон Элейский – древнегреческий …  

5. Философ, который начал ходить, показывая несостоятельность апории о Ахиллесе и черепахе. 
7. Противоречие в апориях Зенона. 

10. Учитель Зенона. 

11. Апория, сформулированная не вполне ясно и имеющая несколько толкований, например, 
Зенон доказывает, что если признать существование движения, то следует признать, что единица 
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равна своей половине. 

13. Апория Зенона и древнегреческая мера длины от 150 до 190 м. 

15. Аристотель назвал Зенона ее творцом (искусство вести беседу, спор), происходит от 
греческого «рассуждать». 

17. Главные противники Зенона. 

21. Событие, происходящее с зерном в апории Медимн зерна. 
23. Герой апории о том, что начатое движение невозможно закончить. 

 

 
 

Практическое занятие 3 Европейская философия Возрождения и Нового времени. 
 

Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальных компетенций: УК-

5.1 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Секуляризация философии в эпоху Возрождения (Николай Кузанский, Дж. Бруно и 

др.). Формирование самобытной русской философской проблематики IX – XIII вв. 

(Илларион, Кирилл Туровский, Владимир Мономах). 

2. Становление национального самосознания и русского типа мудрствования XIV – 

XVII вв. (Нил Сорский, Иосиф Волоцкий, Юрий Крижанич, А. Курбский). 
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3. Возникновение русской философии XVIII – I половина XIX в. (М. В. Ломоносов, 

А. Н. Радищев).  

4. Новое время и новая философская ориентация на науку. 

5. Английский сенсуализм XVII – первой половины XVIII в. (Ф. Бэкон, Т. Гоббс, Дж. 

Беркли, Д. Юм, Дж. Локк). 

6. Рене Декарт как «отец» новоевропейской культуры и философии. 

7. Рационализм Б. Спинозы. 

8. Идеалистическая теория познания Г. Лейбница. 

9. Французские философы Просвещения (Вольтер, Ж.-Ж. Руссо, П. Гольбах, Д. 

Дидро). 

10. Просветительская мысль в России и попытки философского осознания ее пути 

(русская идея, западники и славянофилы, почвенники, евразийцы). 

11. Русская религиозная философия и ее основные направления (К. Н. Леонтьев, Ф. М. 

Достоевский, Л. Н. Толстой, В. С. Соловьев. Н. А. Бердяев, С. Н. Булгаков) 

12. «Философия естествознания» в России и ее основные проявления (позитивистские, 

социологические, космистские). 

13. «Критическая философия» И. Канта. 

14. Волюнтаризм И.Г. Фихте и «философия откровения» Ф.В. Шеллинга. 

15. Философская система и метод Г. Гегеля. 

16. Антропологический материализм Л. Фейербаха. 
 

Задание 1 

Определите и впишите в соответствующие ячейки основные «проблемные поля» 
философов Нового времени и эпохи Просвещения. 

 

Философское 

направление 
Представители Главный философский интерес 

МАТЕРИАЛИЗМ 

Эмпиризм 

Ф. Бэкон 

… 

 

 

Т. Гоббс 

… 

 

 

Сенсуализм Дж. Локк 

… 

 

 

Рационализм Б. Спиноза 

… 

 

 

Французский 

XVIII в. 

Ж.-О. Ламетри 

… 

 

 

П. Гольбах 
… 
 

 

К.-А. Гельвеций 

… 

 

 

Д. Дидро 

… 

 

 

ДУАЛИЗМ 
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Р. Декарт 

… 

 

 

ИДЕАЛИЗМ 

Субъективный Д. Беркли 

… 

 

 

Объективный Г. Лейбниц 

… 

 
 

Агностицизм Д. Юм 

… 

 

 

ПРОСВЕЩЕНИЕ 

Франция 

Ш. Монтескье 

… 

 

 

Вольтер 

… 

 

 

Ж.-Ж. Руссо 

… 

 

 

Германия 

Х. Вольф 

… 

 

 

Г.Э. Лессинг 

… 

 

 

И.В. Гёте 
… 
 

 

Ф. Шиллер 

… 

 

 

 

Практическое занятие 4 Европейская философия Новейшего времени. 
Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальных компетенций: УК-

5.1 

 

Вопросы для обсуждения 
1. Постклассическая философия. Кризис традиционной формы философского знания в 

середине XIX века. 

2. Модернизация антропологизма (Л. Фейербах, С. Кьеркегор) и натурализма (А. 
Шопенгауэр, О. Конт). 

3. Диалектический материализм К. Маркса и Ф. Энгельса. 

1. Западноевропейская философия xix-xx веков. Европейская культура и трансформация 

основных философских проблем, смена ценностей и ориентиров. 
2. Сциентизм, позитивизм, прагматизм, герменевтика: основные теории и представители. 

1. Русская философия начала и середины XIX века. Воззрения В.Г. Белинского, А.И. Герцена, 

Н.Т. Чернышевского. 

4. Русская философия конца XIX начала ХХ веков. Взгляды Ф.М. Достоевского, Н.Я. 
Данилевского, Н.Ф. Федорова, К.Н. Леонтьева, В.С. Соловьева. 

5. Русский позитивизм (К.Д. Кавелин, В.В. Лесевич, П.Л. Лавров, Н.К. Михайловский, Н.И. 

Кареев, М.М. Ковалевский).  

6. Русский марксизм как философия революционного действия: Г.В. Плеханов, В.И. Ленин и 
А.А. Богданов. 

7.  
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8. Современная западная философия. Существование, бытие, человек и его свобода, сознание 

в экзистенциализме (К. Ясперс, Ж.-П. Сартр). 

9. Перспективы философии в XXI веке. Новая миссия философии в осмыслении глобальных 
проблем современности. 

10. Новое экологическое измерение человека, человечества, природы, Вселенной. 

 

Задание 1 

Правильно ответив на все вопросы по горизонтали, в выделенной колонке 

определите название наиболее влиятельной системы философских, экономических и 

социально-политических взглядов конца XIX-XX вв.. 

 
1           

 2            

 3         

   4        

  5          

 6      
7          

 8   

 

1. Характерная особенность марксистской философии – диалектический …? 

2. Немецкий философ – «король» пессимизма. 

3. Датский философ, теолог XIX в., представитель религиозного экзистенциализма. 

4. Фундаментальное произведение К. Маркса. 

5. Течение, которое считает, что посредством науки можно разрешить проблемы 

человеческого общества. 

6. Немецкий философ, предложивший формулу: «Бог умер». 

7. Название одной из общественно-экономических формаций по К. Марксу. 

8. Видный представитель эмпириокритицизма, который считал, что опыт есть основа 

познания. 

 
Задание 2 

Определите и впишите в соответствующие ячейки научные интересы основных 
представителей современной западной философии. 

 

Философское 

направление 
Представители Главный философский интерес 

ПОЗИТИВИСТСКИЕ И «РЕАЛИСТИЧЕСКИЕ» ТЕЧЕНИЯ 

Прагматизм 
Ч. Пирс, У. Джеймс 
и др. 

… 

Неопозитивизм 
Л. Витгенштейн, Р. 

Карнап 

… 

Постпозитивизм К. Поппер 

… 
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Критическая 

онтология 

Н. Гартман … 

ИРРАЦИОНАЛИСТИЧЕСКИЕ ТЕЧЕНИЯ 

Философская  

антропология 

М. Шелер, 

К. Юнг 

… 

Феноменология Гуссерль и др. «Работа» сознания с феноменами 

Психоанализ и 

философия 

неофрейдизма 

З. Фрейд, К. Юнг, 

Э. Фромм 

… 

Экзистенциализм  

атеистический 

М. Хайдеггер, 
А. Камю, Ж. Сартр 

… 

Экзистенциализм 

религиозный 

К. Ясперс, Г. 

Марсель, Н. 

Бердяев 

… 

Структурализм К. Леви-Стросс Внутреннее строение систем 

Постструктурализм 
М. Фуко, 
Ж. Деррида 

Языковые дискурсы 

ФИЛОСОФСКО-РЕЛИГИОЗНЫЕ ТЕЧЕНИЯ 

Неотомизм Ж. Маритэн и др. … 

Персонализм Б. Боун и др. 
… 

 

Христианский 

эволюционизм 

П. Тейяр де Шарден … 

Постмодернизм Ж. Лиотар 
Онтологические, гносеологические, историко-

культурные и эстетические параметры 
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«ситуации постмодернизма» 

 

Практическое занятие 5 Философские концепции бытия и материи. 
Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальных компетенций: УК-

5.1 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Структура бытия и его исходные понятия. 

2. Бытие как система всеобщих связей. 

3. Сущность и ее проявления. Система парных категории диалектики. 

4. О научной, философской и религиозной картинах мира. 

5. Концепции бытия (монизм, дуализм, плюрализм). 

6. Разновидности материализма и идеализма. 

7. Категория материи и ее значение для философии. 

8. Движение как способ существования материи. 

9. Философские представления о пространстве и времени. 

 
Задание 1 

Заполнить таблицу, вписав представителей основных философских направлений: 
Основные формы материализма 

Наивный (созерцательный) 

материализм 
Метафизический материализм Диалектический материализм 

страна представители страна представители страна представители 

Эллада 

Фалес 

… 

… 

… 

 

Англия 

 

… 

… 
Германия 

 

… 

… 

… 

… 

 

Рим Лукреций Кар 
Нидер-

ланды 

 

… 

 
Россия 

 

… 

… 
  Франция П. Гольбах 

Россия 

 
… 

… 

  

 

Герма-ния 

 

… 

 

Основные формы идеализма 

Объективный идеализм Субъективный идеализм 

страна представители страна представители 

Эллада 

 

 

… 

 
Англия 

 

… 

… 

 

Италия Ф. Аквинский 

Германия 

 

… 

… 

Германия 

 

… 

… 

… 
 

Неотомизм Экзистенциализм Неопозитивизм 

Франция  

… 

… 
страна представители страна представители 
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Швейцария Ю. Бохеньский Дания … Франция … 

 

Россия 

 

… 

 

США 

 

… 

Германия 

 

… 

… 

 

Англия 

 

… 

… 

… 

 

Франция 

 

… 

… 

 

Австрия Р. Карнап 

 

Практическое занятие 6 Философское учение о человеке. 
Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальных компетенций: УК-

5.1 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Проблема сущности человека в истории философии. 

2. Философия о происхождении человека и его природы. 

3. Проблемы философской антропологии. 

4. Смысл человеческого существования. 

5. Причины нарастания интереса к антропологической проблематике. 

6. Теории антропосоциогенеза. 

7. Современное состояние проблемы включенности в обычную жизнь людей с 

инвалидностью или с особыми потребностями. 

 

Практическое занятие 7 Общество как объект философского анализа. 
Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальных компетенций: УК-

5.1 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Основные проблемы социальной философии. Понятие общества. 

2. Основные подходы к изучению общества в философской мысли. 

3. Общество как сложноорганизованная система. Основные подсистемы общества. 

4. Источники и факторы социальной динамики. 

5. Проблема единства и многообразия исторического процесса. 

6. Отношение общества к людям с инвалидностью или с особыми потребностями. 

 

Практическое занятие 8 Познание как предмет философской рефлексии. 
Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальных компетенций: УК-

5.1 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Познавательные потребности человека. Теория познания. 

2. Гносеология как философское учение о познании 

3. Познание как социальное, исторически развивающееся отношение человека к миру. 

4. Концепции, признающие решающую роль познания в человеческой жизнедеятельности. 

5. Концепции, отрицающие решающую роль познания. 

6. Практика – основа и цель познания. Диалектика процесса познания. 

7. Теория истины. 
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8. Познавательные потребности в отношении  людей с инвалидностью или с особыми 

потребностями. 

 

 

Задание 1 

Выберите правильный вариант ответа. 

Познание  

Знание  

Религия  

Магия  

1. Специфическая деятельность, обусловленная общественно исторической практикой, 

направленной на приобретение и развитие знания, его углубления и совершенствование. 

2. Результат процесса познания, закрепленный в культуре и готовый к использованию, 

который согласован с законами природы. 

3. Знание, направленное на утверждение и подтверждение исходных догматов, символа веры 

или «орудие своеобразного, эмоционально-интуитивного и конкретно-образного 

мироосвоения». 

4. Первый тип специализированной творческой деятельности, древнейшая форма 

организации коллективной деятельности и коммуникации - ритуалы, направленные на 

использование власти тайных потусторонних, сверхъестественных сил для достижения 

человеческих целей. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Цель методических указаний – оказать помощь студентам в освоении дисциплины 

«Философия». 

Данные методические указания направлены на систематизированное и логически 

последовательное изучение общих закономерностей функционирования социума с 

помощью обсуждения проблемных вопросов по теме, решения проблемных задач и 

обсуждения ситуаций, тестов, подготовки рефератов, рефератов, презентаций. 

Перед началом курса целесообразно ознакомиться со структурой дисциплины на 

основании программы, а также с последовательностью изучения тем и их объемом. С 

целью оптимальной самоорганизации необходимо сопоставить эту информацию с 

графиком занятий и выявить наиболее затратные по времени и объему темы, чтобы 

заранее определить для себя периоды объемных заданий. 

 

 

1. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 

Цель освоения дисциплины – формирование у обучающихся общекультурных 

компетенций, предусмотренных ФГОС ВО, что достигается в процессе освоения 

обучающимися представлений о специфике философии как способе познания и духовного 

освоения мира, основных разделах современного философского знания, философских 

проблемах и методах их исследования; овладения базовыми принципами и приемами 

философского познания; введения в круг философских проблем, связанных с областью 

будущей профессиональной деятельности; выработкой навыков работы с оригинальными 

и адаптированными философскими текстами, кодексами этики и служебного поведения. 

Применение метода системного анализа к изучению данной дисциплины 

определяет следующие его задачи: развитие навыков критического восприятия и оценки 

источников информации, умения логично формулировать, излагать и аргументировано 

отстаивать собственное видение проблем и способов их разрешения; овладение приемами 

ведения дискуссии, полемики, диалога, правилами этикета при общении с инвалидами и 

лицами с ограниченными возможностями здоровья. 

В результате освоения данной дисциплины формируются следующие компетенции 

у обучающегося: 

УК-5.1: Использует логико-методологический инструментарий для критической 

оценки современных концепций философского и социального характера в своей 

профессиональной области. 

Самостоятельная работа по дисциплине «Философия» выполняется с целью 

получения и закрепления знаний, приобретенных при изучении теоретического материала. 

 

2. КОНТРОЛЬНЫЕ ТОЧКИ И ВИДЫ ОТЧЕТНОСТИ ПО НИМ 

Контроль качества и сроков изучение тем лекций выполняется в соответствии с 

учебным графиком. Оформляется в виде конспектирования текста.  

Контроль качества и сроков выполнения практических заданий осуществляется в 

соответствии с учебным графиком. Оформляется в соответствии с заданием. 

Контроль качества сдачи реферата осуществляется в соответствии с учебным 

графиком. Оформляется в соответствии с заданием. 

Успеваемость студентов по каждой дисциплине оценивается в ходе текущего 

контроля и промежуточной аттестации.  
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3. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ИЗУЧЕНИЮ ТЕОРЕТИЧЕСКОГО 

МАТЕРИАЛА 

Изучение любого раздела или темы следует начинать с ознакомления с вопросами 

плана изучения темы. Теоретический материал представляет собой конспект лекций, 

содержащий необходимый набор основных понятий, категорий и определений 

дисциплины, сопровождающийся минимальным количеством схем и таблиц. 

При изучении материала необходимо помимо лекционных материалов 

использовать рекомендуемую основную и дополнительную литературу для лучшего 

усвоения материала. 

Осваивать теорию следует в соответствии с той последовательностью, которая 

представлена в плане лекции. Методика работы с литературой предусматривает ведение 

записи прочитанного в виде плана – конспекта, опорного конспекта. Это позволит сделать 

знания системными, зафиксировать и закрепить их в памяти. 

Для успешного освоения дисциплины, необходимо самостоятельно детально 

изучить представленные темы по рекомендуемым источникам информации. При 

подготовке к занятиям следует руководствоваться указаниями и рекомендациями 

преподавателя, использовать основную литературу из представленного им списка. Для 

наиболее глубокого освоения дисциплины рекомендуется изучать литературу, 

обозначенную как «дополнительная» в представленном списке в РПД.  

Вопросы для подготовки к устному опросу  текущего контроля (Блок 1) 

1. Предмет философии, ее предназначение и роль в жизни человека и общества. 

2. Особенности Древнеиндийской философии. 

3. Особенности Древнекитайской философии. 

4. Особенности Древнегреческой философии. 

5. Философия Платона. 

6. Философские взгляды Аристотеля. 

7. Философия Августина. 

8. Особенности Средневековой философии. 

9. Философия эпохи Возрождения. 

10. Философские взгляды Декарта и Лейбница. 

11. Основные идеи работы Ф.Бэкона «Новый органон». 

12. Немецкая классическая философия: Кант, Фихте, Шеллинг. 

13. Философия Гегеля. 

14. Русская религиозная философия второй половины 19-го первой половины 20-го 

веков. 

15. Философия экзистенциализма. 

16. Философские идеи неотомизма. 

17. Прагматизм и его особенности. 

18. Неопозитивизм - философия науки. 

Вопросы для подготовки к устному опросу текущего контроля (Блок 2) 

19. Категория бытия. 

20. Философские представления о материи. 

21. Проблема сознания в философии. 

22. Философская категория закона. 

23. Законы диалектики. 

24. Общество и природа: пути взаимодействия. 

25. Особенности законов природы и особенности законов общества. 

26. Субъективный фактор и объективные условия исторического процесса. 

27. Вариантный характер исторического процесса. 

28. Общество как целостный мир. Особенности общества по сравнению с природной 

реальностью. 

29. Духовная и материальная стороны общества: их взаимосвязь. 
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30. Общественное сознание, его уровни, формы и функции. 

31. Материальное производство и его роль в общественном развитии. 

32. Человек и общество. 

33. Проблема человеческой свободы. 

34. Культура и ее роль в жизни человека и общества. 

35. Религия и ее роль в жизни человека и общества. 

36. Глобальные проблемы современности и пути их решения. 

37. Смысл и направленность исторического процесса. 

Критерии оценки устного опроса 

Полнота ответа на поставленный вопрос, умение использовать термины, приводить 

примеры, делать выводы. 

За каждый блок в сумме обучающийся должен получить 25 баллов, из них 10 – за 

посещение занятий и активное участие в них, 5 – за выполнение индивидуальных заданий 

(реферат, статья, презентация), 5 – за выполнение тестовых заданий, 5 – за решение 

типовых ситуационных заданий. 

Критерии получения оценки:  

- результат, содержащий полный правильный ответ – максимальное количество 

баллов; 

- результат, содержащий неполный правильный ответ (степень полноты 

ответа – более 60%) или ответ, содержащий незначительные неточности– 75% от 

максимального количества баллов; 

результат, содержащий неполный правильный ответ (степень полноты ответа – от 

30 до 60%) или ответ, содержащий  значительные неточности -40 % от максимального 

количества баллов; 

- результат, содержащий неполный правильный ответ (степень полноты ответа – 

менее 30%), неправильный ответ (ответ не по существу задания) или отсутствие ответа – 0 

% от максимального количества баллов. 

 

4. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ К ПРАКТИЧЕСКИМ 

ЗАНЯТИЯМ 

Процесс подготовки к практическим (семинарским) занятиям включает изучение 

конспекта лекций, обязательной и дополнительной литературы по рассматриваемому 

вопросу. 

Непосредственное проведение практического (семинарского) занятия 

предполагает: 

 - индивидуальные выступления студентов с сообщениями по какому-либо вопросу 

изучаемой темы; 

- фронтальное обсуждение рассматриваемой проблемы, обобщения и выводы; 

- решение ситуационных производственных (профессиональных) задач; 

- проектирование и моделирование разных видов и компонентов профессиональной 

деятельности. 

К показателям эффективности практического (семинарского) занятия относятся: 

– сосредоточение внимания обучающихся только на узловых проблемах, без 

стремления охватить все вопросы дела; 

– умение обучающихся излагать свое понимание закономерностей изучаемых 

явлений, доказательность рассуждений; 

– создание на семинаре психологической атмосферы свободного высказывания 

обучающимися собственных мыслей, без боязни ошибиться; 

– обсуждение обучающимися применения теории для анализа жизненных фактов; 

– подготовка на семинаре вопросов, требующих творческого мышления; 

– активное участие преподавателя в теоретическом споре участников семинара, 

умение сталкивать различные точки зрения; 
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– активное формирование готовности студентов отстаивать свою точку зрения и 

переубеждать. 

Критерии оценивания ответа на практическом занятии 

 

Шкала оценивания 

Оценочное средство 

Ответ на вопросы к практическому занятию 

 

3 балла / 

«отлично» 

Компетенция (и) или ее часть (и) сформированы на высоком уровне 

(уровень 3). Обучающийся демонстрирует сформированные 

системные знания, сформированные умения отбирать, 

анализировать, обобщать, классифицировать, интерпретировать 

информацию. Обучающийся анализирует элементы, устанавливает 

связи между ними, сводит их в единую систему. Ответ является 

полным, и удовлетворяет требованиям программы дисциплины. 

Обучающийся демонстрирует свободное владение концептуально-

понятийным аппаратом дисциплины. Теоретическое содержание 

материала освоено, необходимые практические навыки работы с 

освоенным материалом в основном сформированы, все 

предусмотренные программой обучения учебные задания 

выполнены, качество выполнения большинства из них оценено 

числом баллов, близким к максимальному; обучающийся грамотно 

и логически стройно излагает материал.  

2 балла / 

«хорошо» 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на среднем 

уровне (уровень 2). Обучающийся демонстрирует общие, но не 

структурированные знания, частично сформированные умения 

отбирать, анализировать, обобщать, классифицировать, 

интерпретировать информацию. Обучающийся знает, понимает 

основные положения дисциплины, демонстрирует умение 

применять их для выполнения задания, в котором нет явно 

указанных способов решения; анализирует элементы, 

устанавливает связи между ними. Ответ по теоретическому 

материалу является полным, или частично полным и удовлетворяет 

требованиям программы, но не всегда дается точное, уверенное и 

аргументированное изложение материала. Обучающийся 

демонстрирует владение терминологией дисциплины. Некоторые 

практические навыки работы с освоенным материалом 

сформированы недостаточно, все предусмотренные программой 

обучения учебные задания выполнены, некоторые виды заданий 

выполнены с ошибками.  

1 балл / 

«удовлетворительно» 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на базовом 

уровне (уровень 1). Обучающийся демонстрирует фрагментарные 

знания, слабо сформированные умения отбирать, анализировать, 

обобщать, классифицировать, интерпретировать информацию. 

Обучающийся знает и воспроизводит основные положения 

дисциплины в соответствии с заданием, применяет их для 

выполнения типового задания в котором очевиден способ решения. 

Обучающийся демонстрирует базовые знания тем/разделов 

дисциплины. У обучающегося имеются затруднения в 

использовании научно-понятийного аппарата курса. Теоретическое 

содержание материала освоено частично, необходимые 

практические навыки работы с освоенным материалом в основном 

сформированы, большинство предусмотренных программой 
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обучения учебных заданий выполнено, некоторые из выполненных 

заданий, содержат ошибки; при изложении материала 

обучающийся допускает неточности, нарушает последовательность 

в изложении. 

0 баллов / 

«неудовлетворительн

о» 

Компетенция(и) или ее часть (и) не сформированы. Обучающийся 

демонстрирует отсутствие знаний, крайне разрозненные 

представления, отсутствие умений или крайне слабо 

сформированные умения отбирать, анализировать, обобщать, 

классифицировать, интерпретировать информацию. Обучающийся 

имеет представление о содержании дисциплины, но не знает 

основные положения (темы, раздела и т.д.), к которому относится 

задание. В процессе ответа по теоретическому материалу 

допущены принципиальные ошибки при изложении материала. 

Теоретическое содержание материала не освоено, необходимые 

практические навыки работы не сформированы, большинство 

предусмотренных программой обучения учебных заданий не 

выполнено, либо качество их выполнения оценено числом баллов, 

близким к минимальному; при дополнительной самостоятельной 

работе над материалом курса возможно повышение качества 

выполнения учебных заданий. 

 

5. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ РЕФЕРАТА 

 К самостоятельной работе относится написание и защита реферата в семестре. 

Подготовка реферата по дисциплине «Философия» - один из основных этапов учебного 

процесса в обучении студентов, которым необходимо приобрести навыки 

самостоятельного исследования и представления его результатов. Тема выбирается 

студентом самостоятельно по согласованию с преподавателем. 

Примерные темы реферата: 

1. Мировоззрение: понятие, структура, роль в жизни человека и общества. 

2. Специфика философского мировоззрения. 

3. Типы философского мировоззрения. 

4. Проблема метода в философии. 

5. Философия в современном мире: социокультурный статус и основные функции. 

6. Философская и научная картины мира XXI века: сходство и различие. 

7. Первые натурфилософские школы Древней Греции. 

8. Характерные черты, периодизация и основные школы классической античной 

философии. 

9. Философия Сократа. 

10. Платон и его учение об «идеальном государстве». 

11. Философия Аристотеля и ее роль в развитии мировой философской мысли. 

12. Особенности философии эллинизма. 

13. Характерные черты средневековой философии. 

14. Основные идеи философии «отцов церкви». 

15. Картина мира в философии неоплатонизма.  

16. Проблема универсалий в средневековой философии. 

17. Гармония разума и веры как центральная идея философии Фомы Аквинского. 

18. Гуманизм философии Возрождения. 

19. Философские идеи Реформации. 

20. Особенности естественнонаучного и натурфилософского направлений философии 

Возрождения. 

21. Характерные черты философии Нового времени. 

22. Проблема метода в философии Нового времени. 
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23. Философский смысл научной революции XVII века. 

24. Философские взгляды Бенедикта Спинозы. 

25. Учение о множественности субстанций Г.В. Лейбница. 

26. Томас Гоббс и концепция общественного договора. 

27. Джон Локк о естественных правах человека и гражданина.  

28. Философские идеалы Просвещения. 

29. Антиклерикализм и деизм в философии Вольтера. 

30. Социально-философские новации Ж.-Ж. Руссо. 

31. Д. Дидро и П. Гольбах – философские лидеры французских энциклопедистов. 

32. «Критическая философия»  И. Канта. 

33. Деятельностная парадигма философии И. Фихте. 

34. Натурфилософские взгляды Ф.Шеллинга. 

35. «Абсолютный идеализм» и диалектика философии Г. Гегеля. 

36. Антропологизм философии Л. Фейербаха. 

37. Философия марксизма и ее исторические судьбы. 

38. Франкфуртская версия неомарксизма. 

39. Иррациональная философия: истоки, этапы развития и основные проблемы. 

40. Философские идеи А. Шопенгауэра. 

41. Экзистенциальная диалектика С. Кьеркегора. 

42. Философия воли к власти Ф. Ницше. 

43. Философия немецкого экзистенциализма. 

44. Французский экзистенциализм середины XX века. 

45. Проблема научности знания в философии позитивизма. 

46. Основная проблематика философии структурализма. 

47. Основные принципы анализа сознания в феноменологии Э. Гуссерля. 

48. Теория коммуникативного действия Ю. Хабермаса. 

49. «Понимающее бытие» герменевтической философии. 

50. Современная религиозная философия. 

51. Особенности и этапы развития русской философии. 

52. Проблема «Восток-Запад-Россия» в трудах русских философов. 

53. Российская цивилизация: прошлое, настоящее, будущее. 

54. «Серебряный век» русской философии. 

55. Русский марксизм: история и современность. 

56. Проблема бытия в философии. 

57. Бытие и небытие - два возможных типа философствования. 

58. Системно-структурная организация материального мира. 

59. Метафизическая модель материи. 

60. Динамическая организация материального мира. 

61. Профессиональная этика при общении с лицами ОВЗ и инвалидами. 

62. Философский смысл современной научной картины мира. 

63. Понятие развития в философии. 

64. Диалектика и ее альтернативы. 

65. Сущность основных законов диалектики. 

66. Категории (неосновные законы) диалектики. 

67. Прогресс и регресс в развитии. 

68. Синергетическая модель объективной реальности. 

69. Специфика философского подхода к познанию природы. 

70. Генезис, структура и функции сознания. 

71. Сознание и бессознательное. 

72. Современные философские дискуссии по проблеме идеального. 

73. Философские проблемы искусственного интеллекта. 

74. Современные концепции познания. 
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75. Научное и ненаучное познание. 

76. Проблема критериев истины в познании. 

77. Отражение и информация (методология анализа). 

78. Проблема заблуждения в научном познании. 

79. Познание и интуиция. 

80. Роль методологии в научном познании. 

81. Общество как система. 

82. Проблема периодизации общественного развития. 

83. Детерминизм в развитии общества. 

84. Проблема прогресса в общественном развитии. 

85. Природа социальных ценностей. 

86. Ценностные ориентации и смысл человеческого бытия. 

87. Философские аспекты свободы и ответственности. 

88. Специфика эстетического отношения человека к действительности. 

89. Основные направления философского анализа феномена культуры. 

90. Религия как форма духовности. 

91. Проблема человека в философии. 

92. Смысл жизни человека (философский аспект). 

93. Единство биологического и социального в человеке. 

94. Свобода и ответственность человека. 

95. Человек - личность - общество. 

96. Человек в информационном мире. 

97. Техногенная цивилизация как объект философского анализа. 

98. Философские аспекты взаимодействия природы и общества. 

99. Современные глобальные проблемы и пути их решения. 

100. Противоречия и тенденции развития современной цивилизации. 

В результате подготовки реферата студент может выступать на конференциях и 

семинарах по этому вопросу. 

Общие рекомендации по подготовке реферата 

Реферат должен включать в себя введение, основную часть и заключение. 

Во введении необходимо отразить обоснование актуальности выбранной темы, 

краткое описание текущего состояния проблемы. В нем студент должен указать цель и 

задачи работы, объект исследования, элементы новизны, введенные в процессе написания 

работы. Необходимо перечислить проблемы, которые должны быть решены в рамках 

выбранной темы. 

Основная часть реферата должна содержать вопросы, предусмотренные в плане 

работы. В ней необходимо отразить теоретические основы, раскрывающие суть проблемы, 

проанализировать собранные материалы, характеризующие практическую сторону 

объекта исследования. Этот раздел может содержать рабочие таблицы, диаграммы 

(диаграммы и другие материалы. 

В заключение необходимо отразить выводы и предложения, полученные в 

результате предыдущей работы. Они должны быть сформулированы четко и точки. 

Список литературы включает в алфавитном порядке список современных законов и 

нормативных актов, соответствующей научной литературы, научных работ, 

статистических сборников и других источников, выпущенных не ранее пяти лет. 

Оформление реферата и порядок защиты 

Объем работы – 4-7 страниц пронумерованного компьютерного текста, шрифт, 14, 

интервал 1,5, поля стандартные. Иллюстрации, фотографии, рисунки, графики, которые 

появляются на тексте, должны быть пронумерованы.  

Выполненный реферат проверяется преподавателем. Если реферат оформлен 

согласно предъявляемым требованиям, то работа допускается к защите, о чем 

преподавателем делаются записи на титульном листе работы. Если реферат имеет 
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отрицательный отзыв, то документ возвращается на доработку с последующим 

представлением о его повторном рассмотрении. 

Требуемый уровень оригинальности не менее 50%. 

Рефераты могут сопровождаться презентацией, отражающей основные моменты 

выполненного исследования. Для подготовки презентации к защите реферата, 

обучающемуся необходимо использовать PowerPoint. Количество слайдов презентации к 

защите реферата – не более 10. 

Критерии оценивания реферата  

Шкала оценивания Оценочное средство 

Реферат 

5 баллов / 

«отлично» 

Компетенция (и) или ее часть (и) сформированы на высоком уровне 

(уровень 3). Обучающийся демонстрирует сформированные 

системные знания, сформированные умения отбирать, анализировать, 

обобщать, классифицировать, интерпретировать информацию. 

Самостоятельно написанный реферат, в котором продемонстрировано 

умение систематизировать и структурировать материал, работать с 

источниками, излагать материал последовательно и грамотно, 

демонстрируя культуру изложения, обобщать и делать выводы; 

выдержано стилевое единство текста, оформление (в том числе 

библиографического списка), соблюдены требования к объему 

реферата. 

4 балла / 

«хорошо» 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на среднем 

уровне (уровень 2). Обучающийся демонстрирует общие, но не 

структурированные знания, частично сформированные умения 

отбирать, анализировать, обобщать, классифицировать, 

интерпретировать информацию. Основные требования к реферату 

выполнены, но при этом имеются недочеты: неточности в изложении 

материала, может быть недостаточно полно развернута аргументация, 

допущены погрешности структурирования материала, оформления (в 

том числе библиографического списка), не выдержан объём. 

3 балла / 

«удовлетворительно» 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на базовом 

уровне (уровень 1). Обучающийся демонстрирует фрагментарные 

знания, слабо сформированные умения отбирать, анализировать, 

обобщать, классифицировать, интерпретировать информацию. 

Неполно или непоследовательно раскрыто содержание материала, но 

показано общее понимание вопроса и продемонстрированы умения, 

достаточные для дальнейшего усвоения материала; допущены ошибки  

использовании терминологии, допущены погрешности 

структурирования материала, оформления (в том числе 

библиографического списка).  

0 баллов / 

«неудовлетворительн

о» 

Компетенция(и) или ее часть (и) не сформированы. Обучающийся 

демонстрирует отсутствие знаний, крайне разрозненные 

представления, отсутствие умений или крайне слабо сформированные 

умения отбирать, анализировать, обобщать, классифицировать, 

интерпретировать информацию. Тема реферата не раскрыта, 

нарушена логика в изложении материала, нет необходимых 

обобщений и выводов; имеются грубые нарушения культуры 

изложения; использовано критически малое количество источников; 

реферат является плагиатом более чем на 90%.  
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6. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ К ТЕСТИРОВАНИЮ 

Успешное выполнение тестовых заданий является необходимым условием 

итоговой положительной оценки в соответствии с рейтинговой системой обучения. 

Выполнение тестовых заданий предоставляет студентам возможность самостоятельно 

контролировать уровень своих знаний, обнаруживать пробелы в знаниях и принимать 

меры по их ликвидации. Форма изложения тестовых заданий позволяет закрепить и 

восстановить в памяти пройденный материал. Тестовые задания охватывают основные 

вопросы по дисциплине «Философия».  

У студента есть возможность выбора правильного ответа или нескольких 

правильных ответов из числа предложенных вариантов. Для выполнения тестовых 

заданий студенты должны изучить лекционный материал по теме, соответствующие 

разделы учебников, учебных пособий и других источников. 

Контрольный тест выполняется студентами самостоятельно во время семинарских 

занятий. 

Типовые тестовые задания 

Выберите один правильный ответ. 

1. Гераклит Эфесский считал, что первоэлементом является: 

а) вода; 

б) огонь; 

в) земля; 

г) дерево. 

2. По Платону, прекрасное – это: 

а) совершенство линий и форм; 

б) нравственное величие души; 

в) разумное построение произведения искусства; 

г) то общее, что прекрасные предметы имеют между собой. 

3. По  мнению этого философа, знание – высшая добродетель и путь к обретению 

других добродетелей: сдержанности, мужества и справедливости. Кто этот 

философ? 

а) Пиррон; 

б) Сократ; 

в) Диоген; 

г) Хрисипп. 

4. По Эпикуру, наслаждение от еды есть удовольствие: 

а) динамические; 

б) статическое; 

в) разумное; 

г) совершенное. 

5. Стоики признавали три вида движения: пространственное перемещение, изменение 

качеств и – 

а) духовное восхождение к Единому; 

б) нравственное совершенствование; 

в) напряжение пневмы; 

г) укрощение страстей. 

6. Философ делает добро, чтобы быть добродетельным , а не добродетелен , чтобы 

делать добро , – считали:  

а) скептики; 

б) эпикурейцы; 

в) киники; 

г) стоики.  
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7. Поскольку нет никакого основания предпочитать один порядок устройства 

государства другому , следует подчиняться обычаям той страны , в которой живешь 

, – так считал:  

а) Клеанф; 

б) Пиррон;  

в) Аристотель; 

г) Платон. 

8. Стоики сравнивали философию с яйцом, в котором этика, физика и логика, 

соответственно:  

а) скорлупа, желток, белок;  

б) желток, скорлупа, белок;  

в) белок, желток, скорлупа;  

г) желток, белок, скорлупа.  

9. Для Платона мир нереальный и недействительный – это мир: 

а) первоматерии;  

б) эйдосов;  

в) множества конкретных предметов и вещей; 

г) представлений.  

10. Основополагающей категорией Аристотель считал:  

а) сущность; 

б) обладание;  

в) положение; 

г) время.  

11.  Скептик говорит по поводу познания вещи: 

а) «Я думаю, что она такая – то и такая – то, но я не уверен»; 

б) «Я не узнаю о ней ничего, и никто никогда не сможет узнать»; 

в) « Я не знаю какова она, но я надеюсь это узнать»; 

г) «Я, возможно, и смогу узнать о ней что-то, но мне это не нужно». 

12. Если киник проголодался, то он: 

а) купит то, что он любит и получит удовольствие от еды; 

б) выпьет воды и убедит себя в том, что есть он, в действительности, не хочет; 

в) станет есть ту еду, что попадется на глаза; 

г) подождет до определенного часа и съест то, что считает полезным. 

13. По Аристотелю, человек – это: 

а) двуногое без перьев;  

б) нравственное существо; 

в) душа в темнице тела; 

г) политическое животное. 

14. Основателем этики западноевропейской философии считается: 

а) Фалес; 

б) Сократ; 

в) Платон; 

г) Аристотель. 

15. О том, что во главе государства должны стоять философы  говорил: 

а) Хрисипп; 

б) Сократ; 

в) Платон; 

г) Аристотель. 

16. «В одну и ту же реку нельзя войти дважды», – говорил: 

а) Фалес; 

б) Анаксимандр; 

в) Гераклит; 
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г) Левкипп. 

17.  О наличии материи как «строительного материала» для создания мира говорили: 

а) Сократ и Платон; 

б) Платон и Аристотель; 

в) Платон и Плотин; 

г) Плотин и Порфирий.  

18. Все тела в мире имеют цель своего движения и развития, которая задана Богом как 

причиной всех причин, считал: 

а) Аристотель; 

б) Пиррон; 

в) Зенон;  

г) Диоен Синопский. 

19.  Душа не вечна, она умирает вместе с телом, лишь в редких случаях переживая его, 

считали: 

а) киники; 

б) скептики; 

в) стоки;  

г) эпикурейцы. 

20. В центре внимания основанной Пифагором школы было то, что, по мнению 

философа, лежит и в основе всего сущего, это: 

а) порядок; 

б) Бог; 

в) разум; 

г) число. 

 

 

Критерии оценивания результатов теста 

 

№  

п/п  

Процент правильно 

выполненных заданий 

Оценка 

1.  90-100% «5» (отлично)    3 

балла 

2.  65-90% «4» (хорошо)    2 балла 

3.  50-65% «3» (удовлетворительно)  1 балл 

4.  50% и менее «2» (неудовлетворительно)  0 баллов 

 

Оформление ответов на тесты 

Ответы на тесты оформляются на студентом на отдельном листе самостоятельно. 

В правом углу проставляется ФИО и группа, далее следует номер теста и выбранный 

вариант ответа.  

 

7. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ СИТУАЦИОННЫХ 

ЗАДАНИЙ 

Комплект ситуационных заданий представляет собой элемент кейс-технологии, 

выполняющийся обучающимся по результатам пройденной теории и включают в себя не 

вопрос – ответ, а анализ конкретной ситуации посредством осмысленного отношения к 

полученной теории, т.е. рефлексии, либо применении данных теоретических знаний на 

практике. 

Целью решения типовых ситуационных заданий является формирование общих и 

профессиональных компетенций, соответствующих основным видам профессиональной 

деятельности, сочетающее в себе усвоение студентами содержания дисциплины (модуля) 
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и возможность самостоятельно приобретать знания, проверять свои достижения с 

помощью разноуровневых задач, вести учёт результатов и осуществлять 

корректирующую функцию. 

Типовое ситуационное задание 

Задание 1. 

1. Один из философов Нового времени был уверен, что разработал метод открытия 

нового научного знания, которым может овладеть каждый. В основе этого метода 

открытия – индуктивное обобщение данных опыта. Он писал: «Наш же путь открытия 

таков, что он немногое оставляет остроте и силе дарования, но почти уравнивает их. 

Подобно тому, как для проведения прямой линии или описания совершенного круга 

много значат твердость, умелость и испытанность руки, если действовать только рукой, – 

мало или совсем ничего не значат, если пользоваться циркулем или линейкой. Так обстоит 

и с нашим методом». Кто был этот философ:   

а) Роджер Бэкон; 

б) Френсис Бэкон; 

в) Рене Декарт; 

г) Томас Гоббс. 

 2. Автор метода открытия нового научного знания изложил индуктивное 

обобщение данных опыта в работе _________  

  

Задание 2. 

1. «Не будет преувеличением сказать, что вопрос о технике стал вопросом о судьбе 

человека и судьбе культуры. Техника есть последняя любовь человека, и он готов 

изменить образ под влиянием предмета своей любви. И все, что происходит с миром, 

питает эту новую веру человека. Человек жаждал чуда для веры, и ему казалось, что 

чудеса прекратились. И вот техника производит настоящие чудеса... Техника повсюду 

учит достигать наибольшего результата при наименьшей трате сил. И такова особенно 

техника нашего технического, экономического века... Но, бесспорно, техника всегда есть 

средство, орудие, а не цель. Не может быть технических целей жизни, могут быть лишь 

технические средства; цели же жизни всегда лежат в другой области, в области духа. 

Средства жизни очень часто подменяют цели жизни, они могут так много занимать места 

в человеческой жизни, что цели жизни окончательно и даже совсем исчезают из сознания 

человека». Автором приведенного отрывка является: 

а) В.И. Вернадский; 

б) И. Кант; 

в) X. Ортега-и-Гассет; 

г) Н.А. Бердяев. 

 2. Характеристиками, присущими технике, по мнению автора текста, являются 

(укажите не менее двух вариантов ответа): 

а) смысл жизни; 

б) последняя любовь человека; 

в) цель; 

г) жажда знаний; 

д) источник веры; 

е) орудие и средство. 

 3. Цели жизни человека, согласно автору текста, лежат в __________.  

  

Задание 3. 

Впишите ключевое слово в определение:  

1. Детерминизм – философское учение об объективной закономерной 

____________ связи и взаимообусловленности вещей, процессов и явлений реального 

мира.  
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 2. Иррационализм – философское учение, отрицающее фундаментальное значение 

__________.   

 3. Эмпиризм  – направление в теории познания, выдвигающее на первый план 

__________  знание.  

  

Критерии оценивания выполнения ситуационного задания 

 

Шкала оценивания Оценочное средство 

Ситуационное задание 

5 баллов / 

«отлично» 

Задание выполнено полностью, в случае устного отчета-презентации 

по выполнению задания обучающийся приводит полную четкую 

аргументацию выбранного решения на основе качественно сделанного 

анализа. Обучающийся демонстрирует сформированные системные 

знания, сформированные умения отбирать, анализировать, обобщать, 

классифицировать, интерпретировать информацию. Компетенция (и) 

или ее часть (и) сформированы на высоком уровне (уровень 3). 

4 балла / 

«хорошо» 

Задание выполнено, но сделан неполный анализ кейса, имеются 

ошибки в решении, в случае устного отчета-презентации по 

выполнению задания обучающийся не приводит полную четкую 

аргументацию выбранного решения. Обучающийся демонстрирует 

общие, но не структурированные знания, частично сформированные 

умения отбирать, анализировать, обобщать, классифицировать, 

интерпретировать информацию. Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) 

сформированы на среднем уровне (уровень 2). 

3 балла / 

«удовлетворительно» 

Задание выполнено более чем на 2/3, в решении допущены 

существенные ошибки; обучающийся демонстрирует фрагментарные 

знания, слабо сформированные умения отбирать, анализировать, 

обобщать, классифицировать, интерпретировать информацию. При 

устной презентации на вопросы отвечает с трудом или не отвечает 

совсем. Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на 

базовом уровне (уровень 1). 

0 баллов / 

«неудовлетворительн

о» 

Компетенция(и) или ее часть (и) не сформированы. Задание не 

выполнено, или выполнено менее чем на треть; обучающийся 

демонстрирует отсутствие знаний, крайне разрозненные 

представления, отсутствие умений или крайне слабо сформированные 

умения отбирать, анализировать, обобщать, классифицировать, 

интерпретировать информацию. Если решение и обозначено в отчете-

презентации, то оно не является решением проблемы, которая 

заложена в кейсе. 

 

 

8. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ КОНТРОЛЬНОЙ 

РАБОТЫ (ДЛЯ ОБУЧАЮЩИХСЯ ЗАОЧНОЙ ФОРМЫ) 

Контрольная работа, как одна из форм оценки уровня подготовки студентов, 

ставит своей целью закрепление теоретических знаний, полученных студентами в 

процессе изучения данной дисциплины, и приобретение ими навыков практического 

анализа особенностей функционирования организаций в современных условиях. 

Выполнение контрольной работы способствует приобретению студентами 

навыков самостоятельной работы с первоисточниками, учебной, научной и специальной 

литературой, умений выделять в них главное, анализировать, обобщать, логично излагать 

изученный материал. 
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Целью написания контрольной работы является создание у студента целостного 

впечатления о профессиональной деятельности, что способствует выработке у студентов 

умения ориентироваться в законодательстве и самостоятельно принимать решения по 

практическим ситуациям; закрепить знания, полученные в результате самостоятельной 

работы над учебным материалом. 

Контрольная работа включает два теоретических вопроса и тестовую часть. 

Комплект контрольных работ представлен 10 вариантами. Номер варианта  контрольной 

работы определяется по последней цифре зачётной книжки. 

По результатам устного опроса по контрольной работе обучающемуся 

выставляется оценка «зачтено» или «не зачтено». 

 

Вариант 1. 

1. Мировоззрение: понятие, структура, роль в жизни человека и общества. 

2. Философия воли к власти Ф. Ницше. 

3. Тестовая часть (типовой тест и критерии оценивания приведены выше). 

 

Критерии оценивания контрольной работы 

По результатам устного опроса по контрольной работе обучающемуся 

выставляется оценка «зачтено», или «не зачтено». 

Оценка «зачтено» выставляется обучающемуся, если:  

- обучающийся знает и воспроизводит основные положения дисциплины в 

соответствии с заданием, применяет их для выполнения типового задания, в котором 

очевиден способ решения;  

- обучающийся демонстрирует базовые знания, умения и навыки, примененные при 

выполнении заданий контрольной работы; 

- у обучающегося не имеется затруднений в использовании научно-понятийного 

аппарата в терминологии курса, а если затруднения имеются, то они незначительные;  

- на дополнительные вопросы преподавателя обучающийся дал правильные или 

частично правильные ответы. 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на базовом уровне (уровень 

1) (см. табл. 1). 

Оценка «не зачтено» ставится обучающемуся, если:  

- обучающийся имеет представление о содержании дисциплины, но не знает 

основные положения (темы, раздела, закона и т.д.), к которому относится задание, не 

способен выполнить задание с очевидным решением, не владеет навыками в области 

изучаемой дисциплины; 

- обучающийся не демонстрирует базовые знания, умения и навыки, необходимые 

для выполнения заданий контрольной работы; 

- в процессе ответа по теоретическому и практическому материалу, содержащемуся 

в вопросах контрольной работы, допущены принципиальные ошибки при изложении 

материала.  

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) не сформированы. 

Контрольная работа, признанная не отвечающей предъявляемым требованиям, 

возвращается студенту для доработки, при этом указываются ее недостатки и даются 

рекомендации для их устранения. Студенту предлагается с учетом замечаний 

преподавателя вторично представить контрольную работу вместе с первой работой. 

 

9. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ К ЭКЗАМЕНУ 

Промежуточная аттестация в форме экзамена предусматривает проведение 

обязательной экзаменационной процедуры. Перед экзаменом студенту необходимо 

полностью выполнить все задания к практическим занятиям, подготовить и защитить 

самостоятельную работу. При наличии задолженности по текущей аттестации  по данной 
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дисциплине студент к экзамену не допускается. Экзамен по дисциплине предусмотрен в  

устной форме по билетам. 

Вопросы для экзамена: 

1. Дофилософские формы мировоззрения. 

2. Предмет и структура философии. 

3. Основные типы философских взглядов и функции философии. 

4. Ортодоксальные философские школы Древней Индии. 

5. Неортодоксальные школы древнеиндейской философии. 

6. Специфика философских школ Древнего Китая. 

7. Основные идеи греческой натурфилософии. 

8. Классическая античная философия. 

9. Философия эллинизма. 

10. Философия европейского  Средневековья. 

11. Основная проблематика философии эпохи Возрождения. 

12. Особенности европейской философии XVII века. 

13. Философия французского Просвещения. 

14. Немецкая классическая философия: И. Кант, Г. Гегель, Л.Фейербах. 

15. Диалектический материализм К. Маркса и Ф. Энгельса. 

16. Философия жизни. 

17. Герменевтика. 

18. Экзистенциальная философия. 

19. Позитивизм и его исторические формы. 

20. Философия прагматизма и структурализма. 

21. Европейская религиозная философия. 

22. Русская философия XIX – XX века. 

23. Основные философские модели бытия. 

24. Формы и виды бытия и их взаимосвязь. 

25. Философское понятие материи. 

26. Атрибутивные свойства материи. 

27. История диалектических учений. 

28. Принципы диалектики. 

29. Основные законы и категории диалектики.  

30. Развитие антропологических взглядов в истории европейской философии. 

31. Проблема происхождения человека. 

32. Этические нормы и их роль в жизни человека. 

33. Философия социальной защиты лиц с ОВЗ и инвалидов. 

34. Основы инклюзивной компетентности и специфика нозологий лиц с ОВЗ и 

инвалидов. 

35. Специфика эстетического отношения к миру. 

36. Познавательная деятельность и ее структура. 

37. Формы чувственного и логического познания. 

38. Истина и ее концепции. 

39. Критерии истинности знания. 

40. Научное познание и его особенности. 

41. Система методов эмпирического исследования. 

42. Методы теоретического познания. 

43. Особенности основных этапов научного исследования. 

44. Научная картина мира. 

45. Философские проблемы техники. 

46. Гипотезы происхождения общества. 

47. Структурные элементы общества и их взаимосвязь. 

48. Основные концепции исторического развития общества. 
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49. Общественный прогресс и его критерии. 

50. Глобальные проблемы современности 

 

Экзамен является формой оценки качества освоения обучающимся 

образовательной программы по дисциплине. Проверка качества подготовки студентов на 

экзаменах заканчивается выставлением отметок по принятой пятибалльной шкале. 

Критерии оценивания экзаменационного ответа 

Оценка «отлично» (81-100 баллов) выставляется обучающемуся, если: 

- обучающийся набрал по текущему контролю необходимые и достаточные баллы 

для выставления оценки автоматом1; 

- обучающийся знает, понимает основные положения дисциплины, демонстрирует 

умение применять их для выполнения задания, в котором нет явно указанных способов 

решения; 

- обучающийся анализирует элементы, устанавливает связи между ними, сводит их 

в единую систему, способен выдвинуть идею, спроектировать и презентовать свой проект 

(решение); 

- ответ обучающегося по теоретическому и практическому материалу, 

содержащемуся в вопросах экзаменационного билета, является полным, и удовлетворяет 

требованиям программы дисциплины; 

- обучающийся продемонстрировал свободное владение концептуально-

понятийным аппаратом, научным языком и терминологией соответствующей 

дисциплины; 

- на дополнительные вопросы преподавателя обучающийся дал правильные ответы. 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на высоком уровне (уровень 

3) (см. табл. 1). 

Оценка «хорошо» (61-80 баллов) выставляется обучающемуся, если: 

- обучающийся знает, понимает основные положения дисциплины, демонстрирует 

умение применять их для выполнения задания, в котором нет явно указанных способов 

решения; анализирует элементы, устанавливает связи между ними; 

- ответ по теоретическому материалу, содержащемуся в вопросах 

экзаменационного билета, является полным, или частично полным и удовлетворяет 

требованиям программы, но не всегда дается точное, уверенное и аргументированное 

изложение материала; 

- на дополнительные вопросы преподавателя обучающийся дал правильные ответы; 

- обучающийся продемонстрировал владение терминологией соответствующей 

дисциплины. 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на среднем уровне (уровень 

2) (см. табл. 1). 

Оценка «удовлетворительно» (41-60 баллов) выставляется обучающемуся, если: 

- обучающийся знает и воспроизводит основные положения дисциплины в 

соответствии с заданием, применяет их для выполнения типового задания в котором 

очевиден способ решения; 

- обучающийся продемонстрировал базовые знания важнейших разделов 

дисциплины и содержания лекционного курса; 

- у обучающегося имеются затруднения в использовании научно-понятийного 

аппарата в терминологии курса; 

                                                             
1 Количество и условия получения необходимых и достаточных для получения автомата баллов определены 

Положением о системе «Контроль успеваемости и рейтинг обучающихся» 
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- несмотря на недостаточность знаний, обучающийся имеется стремление 

логически четко построить ответ, что свидетельствует о возможности последующего 

обучения. 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на базовом уровне (уровень 

1) (см. табл. 1). 

Оценка «неудовлетворительно» (менее 41 балла) выставляется обучающемуся, 

если: 

- обучающийся имеет представление о содержании дисциплины, но не знает 

основные положения (темы, раздела), к которому относится задание, не способен 

выполнить задание с очевидным решением. 

- у обучающегося имеются существенные пробелы в знании основного материала 

по дисциплине; 

- в процессе ответа по теоретическому материалу, содержащемуся в вопросах 

экзаменационного билета, допущены принципиальные ошибки при изложении материала. 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) не сформированы. 
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http://www.iprbookshop.ru/95263.html  

Перечень программного обеспечения 

6.3.1.1 Microsoft Windows 

6.3.1.2 Microsoft Office Word 

6.3.1.3 Microsoft PowerPoint 

Перечень информационных справочных систем 

6.3.2.1 http://www.philosoff.ru/ 

6.3.2.2 http://philosophy.ru/ 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

При изучении курса наряду с овладением студентами теоретическими 

положениями уделяется внимание приобретению практических навыков, с тем, чтобы они 

смогли успешно применять их в дальнейшей профессиональной деятельности. 

Цель освоения дисциплины – формирование у обучающихся целостного 

представления об обществе и его техносфере, социальной и институциональной 

структуре, группах, организациях, основных закономерностях и формах регуляции 

социального поведения, развитие умений применять основы социологического анализа 

социальных явлений и процессов в социальной и профессиональной деятельности, 

владение универсальными навыками поведения на рынке труда и построения карьерной 

траектории. 

Применение метода системного анализа к изучению данной дисциплины 

определяет следующие его задачи: сбор данных, анализ и прогнозирование социальных 

проблем; организация работы малых коллективов исполнителей, их профессиональный 

рост; планирование работы персонала и фондов оплаты труда с учетом 

антикоррупционной составляющей; проведение экспериментов по заданной методике, 

составление описания проводимых исследований и анализ результатов для 

проектирования; оценка инновационного потенциала новой продукции; освоение 

технологий эффективного трудоустройства. 

В результате освоения данной дисциплины формируются следующие компетенции 

у обучающегося: 

УК-3.2: При реализации своей роли в социальном взаимодействии и командной 

работе учитывает особенности поведения и интересы других участников; 
Изучив данный курс, студент должен: 

Знать: 

- основные социологические понятия и категории, специфику социального 

взаимодействия в современном обществе; 

- теоретические основы и специфику организации профессиональной деятельности 

с использованием современных социологических знаний; 

- специфику социальных общностей, основные типы социальных связей, природу 

социальных групп, сущность социального действия и социальных отношений; 

- основные методы социологических исследований, особенности их использования 

в процессе принятия решений и разрешения проблемных ситуаций; 

- функции социальных коммуникаций и технологии эффективного 

трудоустройства; 

- способы формирования нетерпимого отношения к коррупционному поведению. 

Уметь: 

- использовать социологические знания в процессе социального взаимодействия и 

сотрудничества с коллегами; 

- применять современные социологические знания в профессиональной 

деятельности; 

- осуществлять выбор социологических методов в процессе принятия решений и 

разрешения проблемных ситуаций; 

- выполнять должностные обязанности по обеспечению законности и 

правопорядка, безопасности личности, общества и государства при соблюдении норм 

права и нетерпимости к противоправному поведению. 

Владеть: 

- практическими навыками социального взаимодействия и сотрудничества с 

коллегами; 
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- универсальными навыками организации профессиональной деятельности с 

использованием современных социологических знаний; 

- навыками анализа и использования социологических методов в процессе 

принятия решений и разрешения проблемных ситуаций; 

- навыками формирования нетерпимого отношения к коррупционному поведению. 

Реализация компетентностного подхода предусматривает широкое использование в 

учебном процессе активных и интерактивных форм проведения занятий (разбор 

конкретных ситуаций, собеседование) в сочетании с внеаудиторной работой с целью 

формирования и развития профессиональных навыков специалистов. 

Лекционный курс является базой для последующего получения обучающимися 

практических навыков, которые приобретаются на практических занятиях, проводимых в 

активных формах: деловые игры; ситуационные семинары. Методика проведения 

практических занятий и их содержание продиктованы стремлением как можно 

эффективнее развивать у студентов мышление и интуицию, необходимые современному 

специалисту. Активные формы семинаров открывают большие возможности для проверки 

усвоения теоретического и практического материала. 
 

Практическое занятие 1 Объект, предмет изучения, функции и методы социологии 
 

Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальных компетенций: УК-

3.2. 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Объект социологии. 

2. Предмет социологии. 

3. Функции социологии. 

4. Научные методы социологического исследования. 

5. Взаимосвязь социологии с другими социальными науками. 
 

Задание 1 

Заполните пустые ячейки таблицы предложенными фразами:  

 

Подходы Предмет Представители Определение 

социологии 

Основная идея 

Макроподход      

Микроподход     

1. Социология - наука о целостности общественного механизма, о социальной и 

социокультурной системах. 

2. Социологию - наука о массовых социальных процессах, о массовом поведении и 

его механизмах. 

3. предмет социологии - разнообразные межгрупповые и внутригрупповые 

социальные процессы, человеческое поведение и люди, как самоосознающие себя 

организмы.  

4. предмет социологии - надиндивидуальные структуры. 

5. Михайловский 

6. Маркс  

7. Зиммель  

8. Кули 

9. Парсонс  

10. Кареев 

11. Хоманс  

12. Спенсер  

13. Мид 
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14. общество первично, а индивид – вторичен 

15. первичен индивид, а общество – вторично 

 
Задание 2  

Перечислите функции социологии, как социальной науки: 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

 
Задание 3  

Заполните пустые ячейки таблицы предложенными фразами:  

По целям и задачам По уровню объекта изучения 

    

    

    

1. теоретическая социология 

2. прикладная социология 

3. макросоцология  

4. теории среднего уровня (мезосоциология) 

5. микросоциология  

6. изучение межличностного взаимодействия, организаций, факторов, определяющих 

поведение людей и пр.  

7. для развития теории, посредством социально-философского осмысления 

функционирования и развития общества и места в нем человека 

8. для решения актуальных проблем и задач, посредством сбора конкретных данных 

об отдельных социальных фактах, обобщения, формирование выводов, выработки 

рекомендаций, разработки социальных технологий и пр. 

9. изучение отдельных подсистем общества: социология семьи, социология города, 

социология труда, социология власти и пр.  

10. изучение общества как целого и его подсистем в статике и динамике.  

 

Практическое занятие 2 История становления и развития социологии 
 

Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальных компетенций: УК-
3.2. 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Натуралистическое направление. 

2. Психологическое направление. 

3. Социологическая концепция Э. Дюркгейма (1858–1917). 

4. Социологическая концепция М. Вебера (1864–1920). 

5. Социологическая концепция В. Парето (1848–1923). 

6. Социологическая концепция Ф. Тенниса (1855–1936). 

7. Социологическая концепция Г. Зиммеля (1868–1918). 

8. Технологический детерминизм. 

9. Эмпирическая социология. 

10. Структурный функционализм. 
 

Задание 1 

Выберите правильный вариант ответа. 
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Предпосылки появления социологии: 

1. Появление новых школ в психологии. 

2. Развитие капитализма. 

3. Смена правящей партии.  

4. Складывание мирового рынка. 

5. Взрывы классовой борьбы. 

6. Постановление правительства о создании новой науки. 

7. Усиление мобильности людей и контактов между странами. 
 

Задание 2  

Найдите соответствие, выбрав правильный вариант ответа. 

Социологическая теория, по Конту, должна состоять из 2-х частей: 

1. социальная статика  

2. социальная динамика 

 

 изучают законы развития и изменения общества, факторы социального прогресса.  

 изучают, как общество устроено, и как оно функционирует.  

 
Задание 3 

Найдите соответствие, выбрав правильный вариант ответа. 

Спенсер привнес в социологию два исходных принципа 

1. Органицизм 

2. Эволюционизм 

 

 это всеобщий единый процесс развития, противоречивый, но равномерный, 

постепенный, автоматический процесс. 

 общество как и организм, растет и увеличивается в объеме, в процессе эволюции 

усложняется в структуре, каждая часть общества выполняет определенную 

функцию. 

 
Задание 4 

Выберите правильный вариант ответа. 

К.Маркса основоположник: 

 

1. Функционалистского направления в социологии. 

2. Конфликтологического направления в социологии. 

 

Задание 5 

Выберите правильный вариант ответа. 

Э.Дюркгейм основатель: 

1. «Понимающей социологии». 

2. Классической социологии. 

3. Марксистской социологии. 

 

Задание 6 

Продолжите предложение.  

В «Понимающей социологии», предметом социологии является: 

______________________________________________________ 

 

Задание 7 

Найдите соответствие, выбрав правильный вариант ответа. 

В современной социологии существует пять основных парадигм: 
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1. Парадигма «социальных факторов»  

2. Парадигма «социальных дефиниций»  

3. Парадигма «социального поведения»  

4. Парадигма «психологического детерминизма»  

5. Марксистская парадигма «социально-исторического детерминизма».  

 

 опирается па психологическую ориентацию в американской социологии и 

выражается в бихевиористской социологии и теории социального обмена. Суть 

данной парадигмы заключается в понимании поведения человека как 

соответствующей реакции на определенные внешние стимулы. Особое внимание 

акцентируется на проблемах вознаграждения ожидаемого и наказания 

нежелательного социального поведения. 

 В фокусе ее внимания - социальные структуры, которые, взаимодействуя друг с 

другом, порождают социальный процесс. Фактическое устранение из 

объяснительной схемы реального человека, приписывание ведущей роли в 

общественном развитии производственно-экономическим факторам, сегодня дает 

основание определить эту парадигму- как «экономический детерминизм». 

 сводит социальную реальность к двум группам этих факторов - социальным 

структурам и социальным институтам, которые отождествляются с понятием 

реальных вещей. 

 у истоков лежат работы немецкого социолога М.Вебера. Социальная реальность 

здесь рассматривается через способ понимания людьми социальных фактов. Само 

социальное поведение людей строится в соответствии с пониманием ими 

социальной реальности. 

 возникла на основе учения австрийского психиатра З.Фрейда (1856 - 1939). 

Социальная реальность в ней рассматривается через призму извечного конфликта 

индивида и общества. 

 

Задание 8 

Найдите соответствие, выбрав правильный вариант ответа. 

1. Структурный функционализм -  

2. Теории социального конфликта - 

 

 берет начало от идей Спенсера об обществе как живом организме, в котором 

каждый орган имеет специфические функции, а связанные между собой внутри 

организма они образуют целостную систему. 

 сформировались главным образом на основе идей Маркса в основе развития 

общества - конфликт антагонистических классов рабочих и капиталистов. У них 

нет общих ценностей, поэтому они обречены на конфликт, на революцию. 

 

Практическое занятие 3 Структура и динамика общества как социальной системы 
 

Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальных компетенций: УК-

3.2. 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Структура общества как системы общественных отношений на макро- и микроуровне.  

2. Основные типы общества. Классификация общества. 

3. Две основные формы социальных изменений общества – эволюция и революция.  

4. Противоречия как основные источники социального развития общественной жизни.  

5. Сущность понятия «социальный прогресс».  

6. Специфические особенности современного мира. 
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Задание 1 

Продолжите предложение.  

Организация – это____________________________________________________________ 

 

Задание 2 

Найдите соответствие, выбрав правильный вариант ответа. 

Формальная социальная структура –  

Неформальная структура –  

1 
состоит из совокупности позиций и взаимосвязей, формируемых на основе личностных 

характеристик и основанных на отношениях престижа и доверия. 

2 

это такая структура, в которой социальные позиции и взаимосвязи между ними четко 

специализированы и определены независимо от личностных характеристик членов 

организации, занимающих эти позиции. 

 

Задание 3 

Найдите соответствие, выбрав правильный вариант ответа. 

1. Цели-задания -  
2. Цели-ориентации -  

3. Цели-системы –  

 это совокупность целей участников, реализуемых через организацию. 

 это стремление сохранить организацию как самостоятельное целое, т.е. сохранить 

равновесие, стабильность и целостность. 

 это оформленные как программы общих действий поручения, выдаваемые извне 

организацией более высокого уровня. 

 

Задание 4 

Найдите соответствие, выбрав правильный вариант ответа. 

Личностный конфликт -  

Межличностный конфликт -  

Межгрупповой конфликт -  

Конфликт принадлежности -  

Конфликт с внешней средой -  

1 
включает разногласия между двумя или более членами одной группы или нескольких 

групп 

2 
некоторое число индивидов, образующих группу вступают в конфликт с другой 

группой, не включающей в себя индивидов из первой группы 

3 
включает конфликты, происходящие внутри личности, на уровне индивидуального 

сознания. 
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4 индивиды, составляющие группу, испытывают давление извне 

5 происходит в силу двойной принадлежности индивидов 

 

Задание 5 

Найдите соответствие, выбрав правильный вариант ответа. 

Дезинтегративные последствия 

конфликтов 

 

Интегративные последствия конфликтов  

1. усиливают ожесточение 

2. определяют выход из сложных ситуаций 

3. ведут к разрушениям и кровопролитию  
4. ведут к внутригрупповому напряжению 

5. приводят к разрешению проблем 

6. приводят группу к пониманию интересов ее членов 
7. отвлекают внимание членов группы от насущных проблем 

8. усиливают групповую сплоченность 

9. ведут к заключению союзов с другими группами 

10. разрушают нормальные каналы кооперации 

 

Практическое занятие 4 Социальный анализ культуры 
Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальных компетенций: УК-

3.2. 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Роль культуры в развитии и изменении жизни общества. Концепция культуры в социологии.  

2. Материальная и духовная культура.  

3. Социальная природа культуры, ее функции, социальные субъекты культуры.  
4. Культурный процесс. 

 

Задание 1 

Продолжите предложение. 

Присвоение культуры - основа процесса__________________________________ 

 

Задание 2 

Найдите соответствие, выбрав правильный вариант ответа. 
1. Понятия -  

2. Отношения -  

3. Ценности -  
4. Нормы -  

5. Социокультурные нормы -  

6. Привычка -  
7. Обычай -  

8. Массовые образцы действий -  

9. Нравы -  
10. Мораль -  

11. Закон –  

 культуры не только выделяют те или иные части мира с помощью понятий, но так же 

выявляют, как эти составные части связаны между собой - в пространстве, во времени, в 

причинно-следственной обусловленности. 



11 

 нормативный акт, принятый высшим органом государственной власти в установленном 

порядке. 

 это правила, регулирующие поведение людей в соответствии с ценностями определенной 

культуры. 

 это обычаи, приобретающие моральное значение. 

 они содержатся главным образом в языке. 

 это общепринятые убеждения относительно того, что должно почитаться, уважаться, 

относительно целей, к которым человек должен стремиться. 

 совокупность культурных норм, получивших идейное обоснование в виде добра или зла, 

справедливости и т.п. 

 психологическая склонность человека повторять одни и те же действия в аналогичных 

ситуациях. 

 требования к деятельности и отношениям индивидов, групп. 

 передаются из поколения в поколение 

 традиционно установившийся порядок поведения, закрепленный коллективными 

привычками. 

 

Задание 3 

Продолжите предложение. 

Ценности - это то, что относится к социуму, а у человека ___________________________ 

 

Задание 4  

Найдите соответствие, выбрав правильный вариант ответа. 
Субкультура – это  

1. система ценностей, норм, представлений, характерная для определенных социальных 

групп, отличающихся от общепринятых. 

2. ее продукция стандартна, рассчитана на массового «среднего» потребителя, поэтому и 

«среднего» качества. 
3. система ценностей, представлений о жизни и образцов поведения, общая для людей, 

связанных одним определенным образом жизни. 

4. система регулирующих механизмов, во многом управляющих человеческим поведением.  

 

Задание 5  

Найдите соответствие, выбрав правильный вариант ответа. 
Культурный этноцентризм -  

Культурный релятивизм –  

1 
утверждает, что чужую культуру можно понять только на основе анализа ее собственных 

ценностей, в ее собственном контексте. 

2 
тенденция судить о других культурах с позиции изначального превосходства 

собственной. 

 

Задание 6  

Найдите соответствие, выбрав правильный вариант ответа. 
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Культурная статика –  

Элемент культуры -  

Культурный комплекс –  

Культурная динамика –  

1 неделимая единица поведенческого образца или материального продукта. 

2 
описывает культуру в движении. Это механизмы, процессы, описывающие 

трансформацию культуры. 

3 совокупность элементов, функционально связанных между собой. 

4 элементы и комплексы, описывающие культуру в покое. 

 

Задание 7 

Найдите соответствие, выбрав правильный вариант ответа. 
1. Материальная культура  
2. Артефакт 

3. Нематериальная или духовная культура  

 физические предметы, созданные людьми и имеющие определенное символическое 

значение, выполняющие определенную функцию и представляющие известную ценность 

для группы или общества 

 ценности, законы, ритуалы, символы, знания, язык и пр. 

 физические объекты, созданные людьми - книги, храмы, украшения, оружие и пр. 

 

Задание 8 

Найдите соответствие, выбрав правильный вариант ответа. 
1. Аномия  

2. Культурное запаздывание  
3. Чуждое влияние 

 когда перемены в материальной культуре опережают перемены в ее духовной 

составляющей, что всегда чревато социальными проблемами. 

 при вторжении одной культуры в другую. 

 нарушение единства культуры, в связи с отсутствием (или потерей) ясно 

сформулированных социальных норм. 

 

Практическое занятие 5 Социальные характеристики человека. Поведение человека 

в обществе 
Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальных компетенций: УК-

3.2. 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Личность как социологическая категория.  
2. Структура личности. 

3. Проблема интеграции личности в различные типы общностей.  

4. Социализация личности.  

5. Социальная регуляция поведения личности. 
6. Ценностные ориентации, социальные установки, социальные нормы и санкции. 
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Задание 1 

Найдите соответствие, выбрав правильный вариант ответа. 
Личность 
Личность как объект 

Личность как субъект 

1 
устойчивая целостность социально-типических и индивидуальных свойств, ее 

самосознание, реализуемое в практической деятельности 

2 
система объективно заданных социальных функций – ролей, связанных с социальным 

положением индивида в конкретной социальной ситуации 

3 
избирательное восприятие и освоение предписаний общественной среды, обусловленное 

развитием потребностей личности и социальным опытом 

 

Задание 2 

Найдите соответствие, выбрав правильный вариант ответа. 
Память 

Культура 

Деятельность 

1 система знаний, интегрированная в процессе жизни 

2 
совокупность социальных норм и ценностей, которыми руководствуются в практической 

деятельности 

3 целенаправленное воздействие субъекта на объект 

 

Практическое занятие 6 Типология социально-правовых норм и пропаганда 

антикоррупционного поведения 
Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальных компетенций: УК-

3.2. 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Содержание и функции социального контроля. 

2. Социальные предписания. Санкции. 

3. Власть. Формальные позитивные санкции. Неформальные позитивные и негативные санкции. 

4. Самоконтроль. Неформальные групповые нормы. Групповое давление. 

5. Агенты и инструменты социального контроля. Формальный и неформальный контроль. 

6. Трактовки отклоняющегося поведения. Шкала отклоняющегося поведения. Девиантное 

поведение. 

7. Недоконформизм. Нормальный конформизм. Сверхконформизм. Контркультура. Культурный 
релятивизм. Социальные конформисты. 

8. Делинквентное поведение. Группы риска. Криминогенность. 

9. Организованная преступность несовершеннолетних. Криминальное поведение. 

10. Профессиональная преступность. 

11. Уголовная преступность. 

12. Хозяйственная преступность. 

13. Финансовые преступления. Корыстная преступность. 

14. Организованная преступность. 

15. Политическая преступность. 

16. Нормативно-правовые акты по вопросам противодействия коррупционному поведению. 
 

Задание 1 

Укажите знаком «+», что составляет правовую основу противодействия коррупции: 
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 Конституция Российской Федерации 

 Федеральные конституционные законы 

 Общепризнанные принципы и нормы международного права 

 Международные договоры Российской Федерации 

 Федеральный закон от 25.12.2008 № 273-ФЗ «О противодействии коррупции» 

 федеральные законы, нормативные правовые акты Президента Российской 

Федерации 

 Нормативные правовые акты Правительства Российской Федерации 

 Нормативные правовые акты иных федеральных органов государственной власти 

 Нормативные правовые акты органов государственной власти субъектов 

Российской Федерации 

 Муниципальные правовые акты. 

 

Задание 2 

Найдите соответствие, выбрав правильный вариант ответа. 
Коррупция 
Противодействие коррупции 

Функции государственного, муниципального (административного) управления 

организацией 

1 

злоупотребление служебным положением, дача взятки, получение взятки, 

злоупотребление полномочиями, коммерческий подкуп либо иное незаконное 

использование физическим лицом своего должностного положения вопреки законным 

интересам общества и государства в целях получения выгоды в виде денег, ценностей, 

иного имущества или услуг имущественного характера, иных имущественных прав для 

себя или для третьих лиц либо незаконное предоставление такой выгоды указанному 

лицу другими физическими лицами, а также совершение деяний, указанных выше, от 

имени или в интересах юридического лица 

2 

деятельность федеральных органов государственной власти, органов государственной 

власти субъектов Российской Федерации, органов местного самоуправления, институтов 

гражданского общества, организаций и физических лиц в пределах их полномочий: 

а) по предупреждению коррупции, в том числе по выявлению и последующему 

устранению причин коррупции (профилактика коррупции); 

б) по выявлению, предупреждению, пресечению, раскрытию и расследованию 

коррупционных правонарушений (борьба с коррупцией); 

в) по минимизации и (или) ликвидации последствий коррупционных правонарушений 

3 

полномочия государственного или муниципального служащего принимать обязательные 

для исполнения решения по кадровым, организационно-техническим, финансовым, 

материально-техническим или иным вопросам в отношении данной организации, в том 

числе решения, связанные с выдачей разрешений (лицензий) на осуществление 

определенного вида деятельности и (или) отдельных действий данной организацией, либо 

готовить проекты таких решений 

 

Задание 3 

Найдите соответствие, выбрав правильный вариант ответа. 

Организация  

Контрагент  

Взятка  

Коммерческий 

подкуп 

 

consultantplus://offline/ref=C25056045C0360D5B9F1E00C1EEEF7582A17A40B82C8EE4B83E8A507gFN
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Конфликт 

интересов 

 

Личная 

заинтересованность 

работника 

(представителя 

организации) 

 

1. юридическое лицо независимо от формы собственности, организационно-правовой формы 
и отраслевой принадлежности. 

2. любое российское или иностранное юридическое или физическое лицо, с которым 

организация вступает в договорные отношения, за исключением трудовых отношений. 
3. получение должностным лицом, иностранным должностным лицом либо должностным 

лицом публичной международной организации лично или через посредника денег, ценных 

бумаг, иного имущества либо в виде незаконных оказания ему услуг имущественного 

характера, предоставления иных имущественных прав за совершение действий 
(бездействие) в пользу взяткодателя или представляемых им лиц, если такие действия 

(бездействие) входят в служебные полномочия должностного лица либо если оно в силу 

должностного положения может способствовать таким действиям (бездействию), а равно 
за общее покровительство или попустительство по службе. 

4. незаконные передача лицу, выполняющему управленческие функции в коммерческой или 

иной организации, денег, ценных бумаг, иного имущества, оказание ему услуг 
имущественного характера, предоставление иных имущественных прав за совершение 

действий (бездействие) в интересах дающего в связи с занимаемым этим лицом 

служебным положением (часть 1 статьи 204 Уголовного кодекса Российской Федерации). 

5. ситуация, при которой личная заинтересованность (прямая или косвенная) работника 
(представителя организации) влияет или может повлиять на надлежащее исполнение им 

должностных (трудовых) обязанностей и при которой возникает или может возникнуть 

противоречие между личной заинтересованностью работника (представителя организации) 
и правами и законными интересами организации, способное привести к причинению вреда 

правам и законным интересам, имуществу и (или) деловой репутации организации, 

работником (представителем организации) которой он является. 

6. заинтересованность работника (представителя организации), связанная с возможностью 
получения работником (представителем организации) при исполнении должностных 

обязанностей доходов в виде денег, ценностей, иного имущества или услуг 

имущественного характера, иных имущественных прав для себя или для третьих лиц. 

 

Практическое занятие 7 Технологии эффективного трудоустройства 
Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальных компетенций: УК-

3.2. 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Рынок труда и его категории. 

2. Основные понятия профессиональной деятельности. 

3. Технологии эффективного трудоустройства. 

4. Профориентация и карьерная траектория. 

5. Составление документационной части портфолио. 

6. Тестирование способностей. 

7. Самопрезентация. 

8. Виды собеседований. 

9. Подготовка к итоговому собеседованию. 

 

Задание 1 

Сформировать своё ПОРТФОЛИО КАРЬЕРНОГО ПРОДВИЖЕНИЯ (ПКП), представляющее 

собой специально отобранный и соответственно оформленный пакет документов в бумажном 

и/или электронном варианте, который: 
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- отражает все достижения студента или специалиста (учебные, профессиональные и личные);  

- удостоверяет фактические достижения его владельца и выступает как доказательное средство; 

- фиксирует процесс управления и самоуправления профессиональной карьерой, являясь 
технологией личностного и профессионального развития. 

 

ПКП в минимальном варианте должен включать следующие документы: 
- Профессионально составленное, отвечающее современным требованиям резюме. 

- Список основных и дополнительно пройденных вами учебных курсов, включая специализацию, 

тренинги, семинары и мастер-классы. 

- Список внеучебных мероприятий и любых должностей, где вы на практике применяли навыки 
лидерства (например: староста группы, руководитель студенческого научного общества, куратор 

младшекурсников, член команды КВН и т.п.). 

- Описание карьерного потенциала и целей, а также навыков и опыта строительства карьеры. 
- Рекомендации преподавателей, руководителей курсовых проектов, производственных практик, 

выпускных квалификационных работ,. 

 

Практическое занятие 8 Методология, методика и техника социологических 

исследований 
Цель занятия заключается в формировании у студентов универсальных компетенций: УК-

3.2. 

 

Вопросы для обсуждения 

10. Социологическое исследование как основная технология сбора массовой информации. 

11. Основные виды и задачи социологических исследований. 

12. Этапы социологического исследования. 

13. Структура социологического исследования. 

14. Нормативный подход к планированию и организации опросов. 

15. Основные принципы организации работы полевой лаборатории. 

16. Программа социологического исследования. 

 

Задание 1 

Выберите правильный вариант ответа. 

Методология  

Метод  

Техника  

Методика  

Процедура  

7. совокупность технических приемов, связанных с данным методом, включая частные 

операции, их последовательность и взаимосвязь. 

8. основной способ сбора, обработки и анализа данных. 

9. система принципов научного исследования, совокупность исследовательских процедур, 
техник, методик, включая приемы сбора и обработки данных. Именно она служит 

реальным и надежным основанием знания. 

10. последовательность всех операций, общая система действий и способов организации 
исследования.  

11. совокупность специальных приемов для эффективного использования тех или иных 

методов. 

 

Задание 2 

Выберите правильный вариант ответа. 
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Разведывательные Описательные Аналитические Эксперимент 

    

1. это вид исследования, предполагающий создание какой-либо искусственной ситуации, в 

которую вводят интересующий нас фактор и отлеживают последствия его введения.  
2. как предварительный этап глубоких масштабных исследований или самостоятельные 

исследования, но с относительно ограниченными задачами по содержанию и объемам 

обследуемых совокупностей.  
3. более сложный вид конкретно-социологического анализа для получения относительно 

целостного представления об изучаемом явлении, его структурных элементах. Для 

проведения таких исследований нужна достаточно подробно разработанная теоретическая 

программа и проверенная методическая оснащенность. 
4. самый углубленный вид социологического анализа, цель которого не только описание 

структурных элементов изучаемого явления, но и выяснение причин, факторов, влияющих 

на него, тенденций и т.п. 

 

Задание 3 

Выберите правильный вариант ответа. 

1. Разовые –  

2. Повторные –  
3. Панельное исследование -  

4. Лонгитюдное исследование -  

 дают как бы моментальный срез количественных и качественных характеристик объекта. 

 позволяют судить о динамике изучаемого объекта. 

 разновидность повторного исследования, когда ведется длительное многолетнее 

периодическое наблюдение одних и тех же лиц и групп 

 разновидность повторного, когда по той же программе изучаются те же лица и через 

заданные интервалы времени. 

 

Задание 4 

Выберите правильный вариант ответа. 

Теоретические Прикладные 

  

1. ориентированы на глубокое исследование социальных проблем, новых подходов к их 
изучению.  

2. направлены на практическое решение конкретных социальных проблем. 

 

Задание 5 

Выберите правильный вариант ответа. 

Методологический раздел Процедурный раздел 

  

1. Разработка организационно-технической части исследования (сроки, деньги, графики и 
пр.) 

2. Разработка инструментария исследования. 

3. Разработка программы обработки результатов на ЭВМ. 
4. Развертывание рабочих гипотез. 

5. Выбор и обоснование методов сбора информации. 
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6. Определение выборочной совокупности. 

7. Формулировка объекта и предмета исследования. Их системный анализ. 

8. Разработка основных процедур сбора и обработки информации. 
9. Формулировка проблемы, цели и задач исследования. 

10. Уточнение и интерпретация основные понятий. 

 

Задание 6 

Выберите правильный вариант ответа. 

 
свойства, стороны, особенности объекта, которые подлежат изучению в соответствии с 

целями исследования. 

 
та реальность, на которую направлен процесс познания. То, что содержит социальное 

противоречие, проблему. 

1. Объект –  

2. Предмет –  

 

Задание 7 

Дайте определение понятию и приведите примеры гипотез в социологических исследованиях. 

 

Гипотеза – это ____________________________________________________________ 

Например, ________________________________________________________________ 

_________________________________________________________________________ 

_________________________________________________________________________ 

Задание 8 

Выберите правильный вариант ответа. 

1. весь объект, вся совокупность людей, на которых распространяются выводы исследования.  

2. часть, люди, отобранные для опроса.  

Генеральная совокупность  

Выборочная совокупность  

 

Задание 9 

Определите основные понятия социологических исследований. 

 

Опрашиваемый, лицо, участвующее в опросе в качестве источника информации____________. 

Лицо, ведущее непосредственное общение с респондентами, с помощью 

анкеты_________________. 

 

Задание 10 
Выберите правильный вариант ответа. 

Объект  

Предмет  

1. наблюдения: отдельные индивиды, группы, их состояние. 
2. признаки, свойства, факторы деятельности наблюдаемого объекта. 
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Задание 11 

Выберите правильный вариант ответа. 

Документы бывают: 

1. Первичные –  

2. Вторичные –  

 обобщение, описание, сделанное на основе обработки данных, первичных 

источников. 

 в которых содержится информация о событиях, полученная на основе 

непосредственного опроса или наблюдения. 

 

Задание 12 

Выберите правильный вариант ответа. 

По характеру экспериментальной ситуации различают:  

1. полевые эксперименты  

2. лабораторные  

 в искусственно созданных условиях, когда влияние посторонних факторов ограничено 

 наблюдаемые группы находятся в естественных условиях, могут быть осведомлены или 

не осведомлены о том, что участвуют в эксперименте 

 

Задание 13 
Выберите правильный вариант ответа. 

Виды социометрических критериев: 

1. для выяснения межличностных отношений на уровне структуры производственной 

деятельности.  

2. выбирается значимая ситуация не связанная с производственной деятельностью  
3. для выяснения структуры ожидания отношений членов коллектива, согласно их 

представлениям  

4. предлагают сделать выбор для выполнения совместной общественной работы 

производственные непроизводственные прогностический социальные 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Цель методических указаний – оказать помощь студентам в освоении дисциплины 

«Социология». 

Данные методические указания направлены на систематизированное и логически 

последовательное изучение общих закономерностей функционирования социума с 

помощью обсуждения проблемных вопросов по теме, решения проблемных задач и 

обсуждения ситуаций, тестов, подготовки рефератов, Рефератов, презентаций. 

Перед началом курса целесообразно ознакомиться со структурой дисциплины на 

основании программы, а также с последовательностью изучения тем и их объемом. С 

целью оптимальной самоорганизации необходимо сопоставить эту информацию с 

графиком занятий и выявить наиболее затратные по времени и объему темы, чтобы 

заранее определить для себя периоды объемных заданий. 

 

 

1. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 

Цель освоения дисциплины – формирование у обучающихся целостного 

представления об обществе и его техносфере, социальной и институциональной 

структуре, группах, организациях, основных закономерностях и формах регуляции 

социального поведения, развитие умений применять основы социологического анализа 

социальных явлений и процессов в социальной и профессиональной деятельности, 

владение универсальными навыками поведения на рынке труда и построения карьерной 

траектории. 

Применение метода системного анализа к изучению данной дисциплины 

определяет следующие его задачи: сбор данных, анализ и прогнозирование социальных 

проблем; организация работы малых коллективов исполнителей, их профессиональный 

рост; планирование работы персонала и фондов оплаты труда с учетом 

антикоррупционной составляющей; проведение экспериментов по заданной методике, 

составление описания проводимых исследований и анализ результатов для 

проектирования; оценка инновационного потенциала новой продукции; освоение 

технологий эффективного трудоустройства. 

В результате освоения данной дисциплины формируются следующие компетенции 

у обучающегося: 

УК-3.2: При реализации своей роли в социальном взаимодействии и командной 

работе учитывает особенности поведения и интересы других участников; 

Самостоятельная работа по дисциплине «Социология» выполняется с целью 

получения и закрепления знаний, приобретенных при изучении теоретического материала. 

 

2. КОНТРОЛЬНЫЕ ТОЧКИ И ВИДЫ ОТЧЕТНОСТИ ПО НИМ 

Контроль качества и сроков изучение тем лекций выполняется в соответствии с 

учебным графиком. Оформляется в виде конспектирования текста.  

Контроль качества и сроков выполнения практических заданий осуществляется в 

соответствии с учебным графиком. Оформляется в соответствии с заданием. 

Контроль качества сдачи реферата осуществляется в соответствии с учебным 

графиком. Оформляется в соответствии с заданием. 

Успеваемость студентов по каждой дисциплине оценивается в ходе текущего 

контроля и промежуточной аттестации.  
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3. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ИЗУЧЕНИЮ ТЕОРЕТИЧЕСКОГО 

МАТЕРИАЛА 

Изучение любого раздела или темы следует начинать с ознакомления с вопросами 

плана изучения темы. Теоретический материал представляет собой конспект лекций, 

содержащий необходимый набор основных понятий, категорий и определений 

дисциплины, сопровождающийся минимальным количеством схем и таблиц. 

При изучении материала необходимо помимо лекционных материалов 

использовать рекомендуемую основную и дополнительную литературу для лучшего 

усвоения материала. 

Осваивать теорию следует в соответствии с той последовательностью, которая 

представлена в плане лекции. Методика работы с литературой предусматривает ведение 

записи прочитанного в виде плана – конспекта, опорного конспекта. Это позволит сделать 

знания системными, зафиксировать и закрепить их в памяти. 

Для успешного освоения дисциплины, необходимо самостоятельно детально 

изучить представленные темы по рекомендуемым источникам информации. При 

подготовке к занятиям следует руководствоваться указаниями и рекомендациями 

преподавателя, использовать основную литературу из представленного им списка. Для 

наиболее глубокого освоения дисциплины рекомендуется изучать литературу, 

обозначенную как «дополнительная» в представленном списке в РПД.  

Вопросы для подготовки к устному опросу  текущего контроля (Блок 1) 

1. Социология как наука. Социальные условия и теоретические предпосылки 

возникновения социологии. Понятие социального. 

2. Объект, предмет, функции социологии. 

3. Структура социологии. Место социологии в системе общественных наук. 

4. Основные этапы развития социологии. О. Конт и три стадии развития народной 

мысли. 

5. Классический период развития социологии (О. Конт, Г. Спенсер, Э. Дюркгейм, К. 

Маркс). 

6. «Понимающая социология» Г. Зиммеля и М. Вебера. 

7. Отечественная социология до 1917 года ( Н. Михайловский и др.) 

8. Марксистская социология в России (ортодоксальный марксизм, «легальный 

марксизм»). 

9. Социология XX столетия (П. Сорокин, Т. Парсонс, Р. Дорендорф и др.) 

10. Отечественная социология после 1917 года. 

11. Социологически исследования в 20-х годах (С. Струмилин, А. Гастаев, А. Болтунов 

и др.) 

12. Административно – командная система и ее влияние на социологию. 

13. Общество как система. Типы социальных систем. Социальные и социетальные 

связи. Социальные взаимоотношения и социальные отношения. 

14. Структура общества. Социальная стратификация. Классы. Бюрократия. 

Маргиналы. 

15. Социальные институты. Классификация и функции. Дисфункции социальных 

институтов. 

16. Социальный контроль, его функции и структура. Механизм социального контроля. 

17. Социальные изменения. Концепция эволюционного и революционного развития 

общества. 

18. Социальный эволюционизм по Г. Спенсеру и Э. Дюркгейму. 

19. Теория индустриального общества (Р. Арон, У. Ростоу). 

20. Теория революционного преобразования общества (К. Маркс и Ф. Энгельс). 

21. Концепция культурно – исторических типов развития общества. Н. Данилевский – 

основоположник теории культурно – исторических типов развития общества. 

https://pandia.ru/text/category/ortodoksalmznostmz__ot_grech_/
https://pandia.ru/text/category/vzaimootnoshenie/
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22. Социальная мобильность. Два типа социальной мобильности по П. Сорокину 

(горизонтальная и вертикальная). 

23. Социальные организации. Возникновение, строение, 

функционирование, типология. 

24. Социология культуры. Культурная статика и динамика. Структура культуры. 

Формы культуры. Культурное разнообразие. 

25. Образование – часть процесса социализации. 

26. Социальные функции и цели образования. 

27. Наука и общественный прогресс. 

28. Массовая и элитарная культура. 

 Вопросы для подготовки к устному опросу текущего контроля (Блок 2) 

1. Социология личности. «Индивид», «человек», «личность». 

2. Личность как субъект и объект общественных отношений. 

3. Механизмы регуляции поведения и социализации личности (ценности, нормы, 

символы, традиции, обычаи). 

4. Диспозиция личности. 

5. Социализация. Периоды и агенты социализации. Классовые признаки 

социализации. 

6. Ролевая и статусная концепции личности. Ролевой конфликт. 

7. Девиантное поведение личности (показатели, состояние, причины). 

8. Социология семьи. 

9. Социология науки. Интеграция и дифференциация научного знания. 

10. Наука и общественный прогресс. 

11. Социология образования. Образование как общественная потребность. 

12. Предмет и социальная природа общественного мнения. 

13. Программа социологического исследования. Структура программы. 

14. Методика, техника и процедура в социологическом исследовании. 

15. Эксперимент в социологическом исследовании. 

16. Анализ и интерпретация эмпирических данных. 

17. Технология исследовательской деятельности. 

 

Критерии оценки устного опроса 

Полнота ответа на поставленный вопрос, умение использовать термины, приводить 

примеры, делать выводы. 

За каждый блок в сумме обучающийся должен получить 25 баллов, из них 10 – за 

посещение занятий и активное участие в них, 5 – за выполнение индивидуальных заданий 

(реферат, статья, презентация), 5 – за выполнение тестовых заданий, 5 – за решение 

типовых ситуационных заданий. 

Критерии получения оценки:  

- результат, содержащий полный правильный ответ – максимальное количество 

баллов; 

- результат, содержащий неполный правильный ответ (степень полноты 

ответа – более 60%) или ответ, содержащий незначительные неточности– 75% от 

максимального количества баллов; 

результат, содержащий неполный правильный ответ (степень полноты ответа – от 

30 до 60%) или ответ, содержащий  значительные неточности -40 % от максимального 

количества баллов; 

- результат, содержащий неполный правильный ответ (степень полноты ответа – 

менее 30%), неправильный ответ (ответ не по существу задания) или отсутствие ответа – 0 

% от максимального количества баллов. 

 

https://pandia.ru/text/category/tipologiya/
https://pandia.ru/text/category/differentciya/
https://pandia.ru/text/category/sotciologicheskie_issledovaniya/
https://pandia.ru/text/category/nauchno_issledovatelmzskaya_deyatelmznostmz/
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4. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ К ПРАКТИЧЕСКИМ 

ЗАНЯТИЯМ 

Процесс подготовки к практическим (семинарским) занятиям включает изучение 

конспекта лекций, обязательной и дополнительной литературы по рассматриваемому 

вопросу. 

Непосредственное проведение практического (семинарского) занятия 

предполагает: 

 - индивидуальные выступления студентов с сообщениями по какому-либо вопросу 

изучаемой темы; 

- фронтальное обсуждение рассматриваемой проблемы, обобщения и выводы; 

- решение ситуационных производственных (профессиональных) задач; 

- проектирование и моделирование разных видов и компонентов профессиональной 

деятельности. 

К показателям эффективности практического (семинарского) занятия относятся: 

– сосредоточение внимания обучающихся только на узловых проблемах, без 

стремления охватить все вопросы дела; 

– умение обучающихся излагать свое понимание закономерностей изучаемых 

явлений, доказательность рассуждений; 

– создание на семинаре психологической атмосферы свободного высказывания 

обучающимися собственных мыслей, без боязни ошибиться; 

– обсуждение обучающимися применения теории для анализа жизненных фактов; 

– подготовка на семинаре вопросов, требующих творческого мышления; 

– активное участие преподавателя в теоретическом споре участников семинара, 

умение сталкивать различные точки зрения; 

– активное формирование готовности студентов отстаивать свою точку зрения и 

переубеждать. 

Критерии оценивания ответа на практическом занятии 

 

Шкала оценивания 

Оценочное средство 

Ответ на вопросы к практическому занятию 

 

3 балла / 

«отлично» 

Компетенция (и) или ее часть (и) сформированы на высоком уровне 

(уровень 3). Обучающийся демонстрирует сформированные 

системные знания, сформированные умения отбирать, 

анализировать, обобщать, классифицировать, интерпретировать 

информацию. Обучающийся анализирует элементы, устанавливает 

связи между ними, сводит их в единую систему. Ответ является 

полным, и удовлетворяет требованиям программы дисциплины. 

Обучающийся демонстрирует свободное владение концептуально-

понятийным аппаратом дисциплины. Теоретическое содержание 

материала освоено, необходимые практические навыки работы с 

освоенным материалом в основном сформированы, все 

предусмотренные программой обучения учебные задания 

выполнены, качество выполнения большинства из них оценено 

числом баллов, близким к максимальному; обучающийся грамотно 

и логически стройно излагает материал.  

2 балла / 

«хорошо» 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на среднем 

уровне (уровень 2). Обучающийся демонстрирует общие, но не 

структурированные знания, частично сформированные умения 

отбирать, анализировать, обобщать, классифицировать, 

интерпретировать информацию. Обучающийся знает, понимает 

основные положения дисциплины, демонстрирует умение 
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применять их для выполнения задания, в котором нет явно 

указанных способов решения; анализирует элементы, 

устанавливает связи между ними. Ответ по теоретическому 

материалу является полным, или частично полным и удовлетворяет 

требованиям программы, но не всегда дается точное, уверенное и 

аргументированное изложение материала. Обучающийся 

демонстрирует владение терминологией дисциплины. Некоторые 

практические навыки работы с освоенным материалом 

сформированы недостаточно, все предусмотренные программой 

обучения учебные задания выполнены, некоторые виды заданий 

выполнены с ошибками.  

1 балл / 

«удовлетворительно» 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на базовом 

уровне (уровень 1). Обучающийся демонстрирует фрагментарные 

знания, слабо сформированные умения отбирать, анализировать, 

обобщать, классифицировать, интерпретировать информацию. 

Обучающийся знает и воспроизводит основные положения 

дисциплины в соответствии с заданием, применяет их для 

выполнения типового задания в котором очевиден способ решения. 

Обучающийся демонстрирует базовые знания тем/разделов 

дисциплины. У обучающегося имеются затруднения в 

использовании научно-понятийного аппарата курса. Теоретическое 

содержание материала освоено частично, необходимые 

практические навыки работы с освоенным материалом в основном 

сформированы, большинство предусмотренных программой 

обучения учебных заданий выполнено, некоторые из выполненных 

заданий, содержат ошибки; при изложении материала 

обучающийся допускает неточности, нарушает последовательность 

в изложении. 

0 баллов / 

«неудовлетворительн

о» 

Компетенция(и) или ее часть (и) не сформированы. Обучающийся 

демонстрирует отсутствие знаний, крайне разрозненные 

представления, отсутствие умений или крайне слабо 

сформированные умения отбирать, анализировать, обобщать, 

классифицировать, интерпретировать информацию. Обучающийся 

имеет представление о содержании дисциплины, но не знает 

основные положения (темы, раздела и т.д.), к которому относится 

задание. В процессе ответа по теоретическому материалу 

допущены принципиальные ошибки при изложении материала. 

Теоретическое содержание материала не освоено, необходимые 

практические навыки работы не сформированы, большинство 

предусмотренных программой обучения учебных заданий не 

выполнено, либо качество их выполнения оценено числом баллов, 

близким к минимальному; при дополнительной самостоятельной 

работе над материалом курса возможно повышение качества 

выполнения учебных заданий. 

 

5. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ РЕФЕРАТА 

 К самостоятельной работе относится написание и защита реферата в семестре. 

Подготовка реферата по дисциплине «Социология» - один из основных этапов учебного 

процесса в обучении студентов, которым необходимо приобрести навыки 

самостоятельного исследования и представления его результатов. Тема выбирается 

студентом самостоятельно по согласованию с преподавателем. 

Примерные темы реферата: 
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1. Социология как наука об обществе. 

2. Социологический проект О. Конта.  

3. Особенности развития отечественной социологии.  

4. Взаимосвязь идеалов научности в социологии с развитием культуры и 

естественных наук. 

5. Неклассические идеалы научности в социологии. 

6. Понимающая социология М. Вебера. 

7. Общенаучные и социологические методы в социальном познании. 

8. Методы выборки в социологических исследованиях. 

9. Основные методы сбора данных в социологических исследованиях. 

10. Методы анализа данных в социологических исследованиях. 

11. Волны цивилизационного развития Э. Тоффлера. 

12. Традиционная и техногенная цивилизация. 

13. Теория социальных систем Т. Парсонса. 

14. Подходы к изучению личности в социологии. 

15. Внутренние и внешние факторы поведения личности. 

16. Теория потребностей А. Маслоу. 

17. Теория социального действия М. Вебера. 

18. Теория социального действия Т. Парсонса. 

19. Основные характеристики социальных взаимодействий. 

20. Типы социальных отношений по П. Сорокину. 

21. Биологические, психологические и социально-психологические объяснения 

девиантного поведения. 

22. Теория самоубийств Э. Дюркгейма. 

23. П. Сорокин о внутренних нарушениях социального порядка. 

24. Фундаментальные институты общества. 

25. Идеальный тип административной организации М. Вебера. 

26. Теория социальной организации А. Пригожина. 

27. Отношение к социальному неравенству в традиционном, индустриальном и 

постиндустриальном обществах. 

28. Типы стратификационных систем. 

29. Профили стратификации и устойчивость общества. 

30. Взаимосвязь социальной мобильности и открытости общества. 

31. Идеальные типы господства М. Вебера. 

32. Принцип разделения властей. 

33. Особенности реализации власти в организации. 

34. Характеристики демократического государства. 

35. Правовое государство и гражданское общество. 

36. Особенности социального государства. 

37. Система государственной власти Российской Федерации. 

38. Общественное мнение как институт гражданского общества. 

39. Социология семьи: становление и развитие. 

40. Функции семьи. 

41. Семья как малая группа. Распределение ролей в семье. 

42. Стадии жизненного цикла семьи. 

43. Структура и разновидности культуры общества. 

44. Субкультуры общества. 

45. Национальные деловые культуры. 

46. Рынок труда и построение карьерной траектории. 

47. Основные подходы к изучению социальных изменений. 

48. Концепция социокультурной динамики П. Сорокина. 

49. Концепция этногенеза Л. Н. Гумилева. 
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50. Детерминированный хаос в социальных системах. 

51. Особенности традиционного и конфликтологического понимания социальных 

систем. 

52. Процессуальный характер конфликта, его стадии. 

53. Особенности социальных конфликтов в организации. 

54. Закономерности и модели конфликтных процессов. 

55. Теория мировой системы И. Валлерстайна. 

56. Теория глобальной «ойкумены». 

57. Коррупционное поведение: сущность, структура и механизмы. 

58. Место России в мировом сообществе. 

59. Признаки глобализации в экономической, политической, культурной и 

коммуникативной сферах. 

60. Возможные социальные последствия глобализации и мировые кризисы. 

 

В результате подготовки реферата студент может выступать на конференциях и 

семинарах по этому вопросу. 

Общие рекомендации по подготовке реферата 

Реферат должен включать в себя введение, основную часть и заключение. 

Во введении необходимо отразить обоснование актуальности выбранной темы, 

краткое описание текущего состояния проблемы. В нем студент должен указать цель и 

задачи работы, объект исследования, элементы новизны, введенные в процессе написания 

работы. Необходимо перечислить проблемы, которые должны быть решены в рамках 

выбранной темы. 

Основная часть реферата должна содержать вопросы, предусмотренные в плане 

работы. В ней необходимо отразить теоретические основы, раскрывающие суть проблемы, 

проанализировать собранные материалы, характеризующие практическую сторону 

объекта исследования. Этот раздел может содержать рабочие таблицы, диаграммы 

(диаграммы и другие материалы. 

В заключение необходимо отразить выводы и предложения, полученные в 

результате предыдущей работы. Они должны быть сформулированы четко и точки. 

Список литературы включает в алфавитном порядке список современных законов и 

нормативных актов, соответствующей научной литературы, научных работ, 

статистических сборников и других источников, выпущенных не ранее пяти лет. 

Оформление реферата и порядок защиты 

Объем работы – 4-7 страниц пронумерованного компьютерного текста, шрифт, 14, 

интервал 1,5, поля стандартные. Иллюстрации, фотографии, рисунки, графики, которые 

появляются на тексте, должны быть пронумерованы.  

Выполненный реферат проверяется преподавателем. Если реферат оформлен 

согласно предъявляемым требованиям, то работа допускается к защите, о чем 

преподавателем делаются записи на титульном листе работы. Если реферат имеет 

отрицательный отзыв, то документ возвращается на доработку с последующим 

представлением о его повторном рассмотрении. 

Требуемый уровень оригинальности не менее 50%. 

Рефераты могут сопровождаться презентацией, отражающей основные моменты 

выполненного исследования. Для подготовки презентации к защите реферата, 

обучающемуся необходимо использовать PowerPoint. Количество слайдов презентации к 

защите реферата – не более 10. 

Критерии оценивания реферата  

Шкала оценивания Оценочное средство 

Реферат 

5 баллов / 

«отлично» 

Компетенция (и) или ее часть (и) сформированы на высоком уровне 

(уровень 3). Обучающийся демонстрирует сформированные 
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системные знания, сформированные умения отбирать, анализировать, 

обобщать, классифицировать, интерпретировать информацию. 

Самостоятельно написанный реферат, в котором продемонстрировано 

умение систематизировать и структурировать материал, работать с 

источниками, излагать материал последовательно и грамотно, 

демонстрируя культуру изложения, обобщать и делать выводы; 

выдержано стилевое единство текста, оформление (в том числе 

библиографического списка), соблюдены требования к объему 

реферата. 

4 балла / 

«хорошо» 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на среднем 

уровне (уровень 2). Обучающийся демонстрирует общие, но не 

структурированные знания, частично сформированные умения 

отбирать, анализировать, обобщать, классифицировать, 

интерпретировать информацию. Основные требования к реферату 

выполнены, но при этом имеются недочеты: неточности в изложении 

материала, может быть недостаточно полно развернута аргументация, 

допущены погрешности структурирования материала, оформления (в 

том числе библиографического списка), не выдержан объём. 

3 балла / 

«удовлетворительно» 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на базовом 

уровне (уровень 1). Обучающийся демонстрирует фрагментарные 

знания, слабо сформированные умения отбирать, анализировать, 

обобщать, классифицировать, интерпретировать информацию. 

Неполно или непоследовательно раскрыто содержание материала, но 

показано общее понимание вопроса и продемонстрированы умения, 

достаточные для дальнейшего усвоения материала; допущены ошибки  

использовании терминологии, допущены погрешности 

структурирования материала, оформления (в том числе 

библиографического списка).  

0 баллов / 

«неудовлетворительн

о» 

Компетенция(и) или ее часть (и) не сформированы. Обучающийся 

демонстрирует отсутствие знаний, крайне разрозненные 

представления, отсутствие умений или крайне слабо сформированные 

умения отбирать, анализировать, обобщать, классифицировать, 

интерпретировать информацию. Тема реферата не раскрыта, 

нарушена логика в изложении материала, нет необходимых 

обобщений и выводов; имеются грубые нарушения культуры 

изложения; использовано критически малое количество источников; 

реферат является плагиатом более чем на 90%.  

 

6. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ К ТЕСТИРОВАНИЮ 

Успешное выполнение тестовых заданий является необходимым условием 

итоговой положительной оценки в соответствии с рейтинговой системой обучения. 

Выполнение тестовых заданий предоставляет студентам возможность самостоятельно 

контролировать уровень своих знаний, обнаруживать пробелы в знаниях и принимать 

меры по их ликвидации. Форма изложения тестовых заданий позволяет закрепить и 

восстановить в памяти пройденный материал. Тестовые задания охватывают основные 

вопросы по дисциплине «Социология».  

У студента есть возможность выбора правильного ответа или нескольких 

правильных ответов из числа предложенных вариантов. Для выполнения тестовых 

заданий студенты должны изучить лекционный материал по теме, соответствующие 

разделы учебников, учебных пособий и других источников. 

Контрольный тест выполняется студентами самостоятельно во время семинарских 

занятий. 
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Типовые тестовые задания 

Выберите один правильный ответ. 

 

1. Маркс отождествляет общество: 

а) с экономическими отношениями 

б) с культурными отношениями 

в) с политическими отношениями 

 

2. Условием непрерывного развития общества является: 

а) процесс производства материальных благ 

б) процесс законотворчества 

в) смена формаций 

 

3. Превращение индустриального общества в постиндустриальное сопровождается: 

а) застоем в экономике 

б) застоем в политике 

в) социальным сдвигом 

 

4. Какие формации являются бесклассовым обществом: 

а) первобытнообщинная, буржуазная 

б) феодальная, рабовладельческая 

в) первобытнообщинная, коммунистическая 

 

5. Положительные черты социализма: 

а) больше равенство, социальной защищенности 

б) провозглашение невыполнимых программ 

в) тотальный контроль над людьми 

 

6. Часть света или территория, имеющая определённые границы и пользующаяся 

государственным суверенитетом: 

а) страна 

б) государство 

в) общество 

 

7. Что относиться к микроуровню социальных взаимодействий: 

а) цивилизационные связи 

б) социетальные связи 

в) организационные связи 

г) личные и групповые связи 

 

8. Какой тип общества не относиться к социально-правовой позиции: 

а) современное промышленно-городское общество 

б) негражданское общество 

в) догражданское общество 

г) гражданское общество 

 

9. К какой формации относятся рабовладельческий строй, феодализм, капитализм: 

а) первобытнообщинной 

б) классовой 

в) бесклассовой 

 

10. Согласно Т. Парсонсу, экономическая подсистема общества обеспечивает функцию: 
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а) адаптивную 

б) целенаправленную 

в) интегративную 

г) латентную 

 

Критерии оценивания результатов теста 

 

Количество правильно 

выполненных заданий 

Оценка 

9-10  3 балла /«отлично» 

7-8  2 балла /«хорошо» 

5-6  1 балл /«удовлетворительно» 

4 и менее  0 баллов /«неудовлетворительно» 

 

Оформление ответов на тесты 

Ответы на тесты оформляются на студентом на отдельном листе самостоятельно. 

В правом углу проставляется ФИО и группа, далее следует номер теста и выбранный 

вариант ответа.  

 

7. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ СИТУАЦИОННЫХ 

ЗАДАНИЙ 

Комплект ситуационных заданий представляет собой элемент кейс-технологии, 

выполняющийся обучающимся по результатам пройденной теории и включают в себя не 

вопрос – ответ, а анализ конкретной ситуации посредством осмысленного отношения к 

полученной теории, т.е. рефлексии, либо применении данных теоретических знаний на 

практике. 

Целью решения типовых ситуационных заданий является формирование общих и 

профессиональных компетенций, соответствующих основным видам профессиональной 

деятельности, сочетающее в себе усвоение студентами содержания дисциплины (модуля) 

и возможность самостоятельно приобретать знания, проверять свои достижения с 

помощью разноуровневых задач, вести учёт результатов и осуществлять 

корректирующую функцию. 

Типовое ситуационное задание 

«Решение организационных конфликтов» 

 

Задание для анализа организационного конфликта: 1) дать классификацию 

конфликта; 2) выявление причин конфликта; 3) возможные варианты урегулирования и их 

последствия.  

 

Ситуация 1 

В сетевом магазине на вакантные места сотрудников присылает менеджер-УП всей 

сети. Управляющий магазином считает, что ему присылают неподходящих людей, из-за 

чего многие штатные единицы подолгу вакантны. В результате конфликта после 

переаттестации менеджер-УП попытался не принять на новый срок управляющего, а тот, 

в свою очередь, подал жалобу Гендиректору сети.  

Ситуация 2 

Менеджер по продажам с окладом в 20 тыс. рублей считает, что для повышения его 

личного и профессионального статуса ему нужен престижный автомобиль. Он берет 

кредит и вскоре выясняет, что не справляется с платежами.  

Ситуация 3 

В сети ресторанов объем и структура поставок (закупок) в каждый ресторан 

формируется не директором, а начальником отдела 15 закупок центрального офиса. С 
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одной стороны, имеет место объективность в распределении ресурсов и обеспечивается 

контроль. С другой стороны, возникают конфликты с директорами из-за некорректности 

заявок, ошибок, что приводит к сбоям в работе ресторанов. 

Ситуация 4  

Появление отдела маркетинга на предприятии привело к увеличению продаж 

продукции на 15 %, но рабочие основного производства сочли несправедливым, что 

зарплата маркетологов в среднем существенно выше, чем у них. Это привело к снижению 

выработки и увольнениям в основном производстве. 

Ситуация 5 

В отделе фирмы все сотрудники в выходные встречаются и играют в футбол. 

Новый сотрудник счел это пустой тратой времени и отказался присоединиться. После уик-

энда все постоянно обсуждали выходные, а новичок чувствовал себя отверженным. Такое 

отношение быстро распространилось и на служебные дела. 

Ситуация 6 

Эффективность отдела была невысокой, руководитель видел причину в отсутствии 

сплоченности и многочисленных межличностных стычках. Руководитель ввел жесткие 

санкции – за одно опоздание на 10 мин. лишение 50 % премии, за ошибку некритического 

характера – понижение в должности на 2 месяца, что вызвало резкое недовольство всех 

сотрудников.  

Ситуация 7 

Сотрудник проработал год, и весь год получал замечания и наказания за неточное 

понимание своих функций. В то же время все попытки уточнить их, ознакомиться с 

официальной должностной инструкцией и требованиями к должности вызывали 

раздражение непосредственного руководителя. Работник уволился.  

Ситуация 8 

В отдел УП организации, где работали опытные сотрудники со стажем более 10 

лет, был принят новый, молодой и амбициозный сотрудник. Между ним и опытным 

инспектором по кадрам возникла конкуренция, которая приобрела черты конфликта – 

споры по поводу методов работы, желание доминировать, добиться лучших результатов, 

но подавив соперника. Другие сотрудники отдела разделились, но основная часть 

поддержала опытного и проверенного коллегу. 

 

Критерии оценивания выполнения ситуационного задания 

 

Шкала оценивания Оценочное средство 

Ситуационное задание 

5 баллов / 

«отлично» 

Задание выполнено полностью, в случае устного отчета-презентации 

по выполнению задания обучающийся приводит полную четкую 

аргументацию выбранного решения на основе качественно сделанного 

анализа. Обучающийся демонстрирует сформированные системные 

знания, сформированные умения отбирать, анализировать, обобщать, 

классифицировать, интерпретировать информацию. Компетенция (и) 

или ее часть (и) сформированы на высоком уровне (уровень 3). 

4 балла / 

«хорошо» 

Задание выполнено, но сделан неполный анализ кейса, имеются 

ошибки в решении, в случае устного отчета-презентации по 

выполнению задания обучающийся не приводит полную четкую 

аргументацию выбранного решения. Обучающийся демонстрирует 

общие, но не структурированные знания, частично сформированные 

умения отбирать, анализировать, обобщать, классифицировать, 

интерпретировать информацию. Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) 

сформированы на среднем уровне (уровень 2). 

3 балла / Задание выполнено более чем на 2/3, в решении допущены 
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«удовлетворительно» существенные ошибки; обучающийся демонстрирует фрагментарные 

знания, слабо сформированные умения отбирать, анализировать, 

обобщать, классифицировать, интерпретировать информацию. При 

устной презентации на вопросы отвечает с трудом или не отвечает 

совсем. Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на 

базовом уровне (уровень 1). 

0 баллов / 

«неудовлетворительн

о» 

Компетенция(и) или ее часть (и) не сформированы. Задание не 

выполнено, или выполнено менее чем на треть; обучающийся 

демонстрирует отсутствие знаний, крайне разрозненные 

представления, отсутствие умений или крайне слабо сформированные 

умения отбирать, анализировать, обобщать, классифицировать, 

интерпретировать информацию. Если решение и обозначено в отчете-

презентации, то оно не является решением проблемы, которая 

заложена в кейсе. 

 

 

8. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ КОНТРОЛЬНОЙ 

РАБОТЫ (ДЛЯ ОБУЧАЮЩИХСЯ ЗАОЧНОЙ ФОРМЫ) 

Контрольная работа, как одна из форм оценки уровня подготовки студентов, 

ставит своей целью закрепление теоретических знаний, полученных студентами в 

процессе изучения данной дисциплины, и приобретение ими навыков практического 

анализа особенностей функционирования организаций в современных условиях. 

Выполнение контрольной работы способствует приобретению студентами 

навыков самостоятельной работы с первоисточниками, учебной, научной и специальной 

литературой, умений выделять в них главное, анализировать, обобщать, логично излагать 

изученный материал. 

Целью написания контрольной работы является создание у студента целостного 

впечатления о профессиональной деятельности, что способствует выработке у студентов 

умения ориентироваться в законодательстве и самостоятельно принимать решения по 

практическим ситуациям; закрепить знания, полученные в результате самостоятельной 

работы над учебным материалом. 

Контрольная работа включает два теоретических вопроса и тестовую часть. 

Комплект контрольных работ представлен 10 вариантами. Номер варианта  контрольной 

работы определяется по последней цифре зачётной книжки. 

По результатам устного опроса по контрольной работе обучающемуся 

выставляется оценка «зачтено» или «не зачтено». 

 

Вариант 1. 

1. Особенности развития отечественной социологии. 

2. Семья как малая группа. Распределение ролей в семье. 

3. Тестовая часть (типовой тест и критерии оценивания приведены выше). 

 

Критерии оценивания контрольной работы 

По результатам устного опроса по контрольной работе обучающемуся 

выставляется оценка «зачтено», или «не зачтено». 

Оценка «зачтено» выставляется обучающемуся, если:  

- обучающийся знает и воспроизводит основные положения дисциплины в 

соответствии с заданием, применяет их для выполнения типового задания, в котором 

очевиден способ решения;  

- обучающийся демонстрирует базовые знания, умения и навыки, примененные при 

выполнении заданий контрольной работы; 
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- у обучающегося не имеется затруднений в использовании научно-понятийного 

аппарата в терминологии курса, а если затруднения имеются, то они незначительные;  

- на дополнительные вопросы преподавателя обучающийся дал правильные или 

частично правильные ответы. 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на базовом уровне (уровень 

1) (см. табл. 1). 

Оценка «не зачтено» ставится обучающемуся, если:  

- обучающийся имеет представление о содержании дисциплины, но не знает 

основные положения (темы, раздела, закона и т.д.), к которому относится задание, не 

способен выполнить задание с очевидным решением, не владеет навыками в области 

изучаемой дисциплины; 

- обучающийся не демонстрирует базовые знания, умения и навыки, необходимые 

для выполнения заданий контрольной работы; 

- в процессе ответа по теоретическому и практическому материалу, содержащемуся 

в вопросах контрольной работы, допущены принципиальные ошибки при изложении 

материала.  

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) не сформированы. 

Контрольная работа, признанная не отвечающей предъявляемым требованиям, 

возвращается студенту для доработки, при этом указываются ее недостатки и даются 

рекомендации для их устранения. Студенту предлагается с учетом замечаний 

преподавателя вторично представить контрольную работу вместе с первой работой. 

 

9. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ К ЗАЧЕТУ 

Процедура зачета (дифференцированного зачета) как отдельное контрольное 

мероприятие проводится по следующим вопросам. 

1. Объект и предмет социологии, ее основные функции. 

2. Структура и уровни социологического знания. 

3. Предпосылки возникновения социологии и её основные этапы развития. 

4. Родоначальник социологии. 

5. Наиболее известные социологи конца XIX - начала XX вв., их вклад в развитие 

социологической мысли. 

6. Особенности американской социологии. 

7. История российской социологической мысли, ее виднейшие представители. 

8. Особенности современного этапа развития социологии. 

9. Понятие социальной системы. 

10. Человек как компонент социальной системы. 

11. Понятие общества, его особенности, структура. 

12. Специфика и тенденции развития человеческого общества. 

13. Исторические типы обществ. 

14. Сущность цивилизационного подхода в анализе общества, его отличие от 

формационного. 

15. Сущность информационного общества. 

16. Понятие социальной общности. 

17. Понятие «социальная группа», признаки, типы. 

18. Социальное неравенство, его природа и виды, проявления в обществах разного 

типа. 

19. Социальная стратификация и ее формы. 

20. Социальная мобильность. 

21. Особенности стратификации российского общества. 

22. Понятие личности. 

23. Социальные отклонения, понятие, причины. 

24. Социальный институт и его динамика. 
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25. Общественное мнение как институт гражданского общества. 

26. Понятие «социальная организация». 

27. Элементы саморазвивающихся организаций. 

28. Стратегия управления организацией (предприятием). 

29. Социальный контроль, его функции, структура, механизм. 

30. Социальные изменения в обществе, их типы.  

31. Социальные революции и реформы.  

32. Концепции социального прогресса. 

33. Понятие «социальное движение». Типы социальных движений. 

34. Роль социологических исследований в познании общества, их возможности. 

35. Миграционная картина современной России. 

36. Типология и функции лидерства. 

37. Корпоративная культура: определение и структура. 

38. Коррупция и общество: причины и последствия. 

39. Противодействие коррупции: меры и профилактика. 

40. Социальное управление в широком смысле. 

41. Отечественные социальные технологии и проектирование. 

42. Концепция управления персоналом. 

43. Современные направления организационного менеджмента. 

44. Рынок труда и трудоустройство выпускников учебных заведений. 

45. Построение карьерной траектории и саморазвитие. 

46. Классификация социологических исследований, их виды. 

47. Этапы социологического исследования. 

48. Подготовка социологического исследования. 

49. Сбор социологической информации. 

50. Подведение итогов, анализ результатов исследования, полученных 

социологических данных и их интерпретация. 

Зачет выставляется по результатам работы в семестре, при сдаче всех 

контрольных точек, предусмотренных текущим контролем успеваемости. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Настоящее учебно-методическое пособие предназначено для студентов, 

обучающимся по образовательным направлениям «Радиотехника» и «Телеком-

муникация», и содержит материал по шести основным разделам дисциплины 

«Электромагнитные поля и волны».  

В каждом разделе кратко  изложены вопросы теории, необходимые для 

решения задач и приведены решения типовых задач. Предлагается также значи-

тельное количество задач для самостоятельного решения. Условия задач иллю-

стрируются рисунками, поясняющими выбор системы координат, размеров и 

прочей необходимой информации. 

В приложении 1 , в качестве справочного материала, приведены основные 

формулы и операции векторного анализа. Векторный анализ является «матема-

тическим языком» электродинамики и поэтому умение свободно им пользо-

ваться является необходимым при изучении этой дисциплины.  

В разделе «Приложение 2» приведена задача о нахождении потенциала 

между двумя изолированными электродами, заполненными неоднородной сре-

дой, решение которой выполняется методом разделения переменных, а резуль-

тат представлен в виде бесконечных рядов. Она рассчитана на любознательных 

студентов и полезна ввиду своей информативности. 

Задачи, приведенные в пособии, частично заимствованы из различных 

учебных пособий и монографий, а в основном  разработаны преподавателями 

кафедры. Для усвоения материала требуются знания основ высшей математики 

и общей физики в объемах, читаемых в вузах.  
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СПИСОК УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ 

А - работа, Дж

B
r

- магнитная индукция, Тл (Вб/м2 )

С - емкость, Ф

с - скорость света в вакууме, с=3⋅108 м/с

D
r

- электрическое смещение ( электрическая индукция), Кл/м2

E
r

- напряженность электрического поля, В/м

е - заряд электрона, Кл106,1 19−⋅−=e

F
r

- сила, Н

f, (ω ) - рабочая частота, Гц, ( круговая частота, рад/с)

H
r

- напряженность магнитного поля, А/м

I - электрический ток, А

J, j, jS - плотность электрического тока, плотность поверхностного тока,

А/м 2 

k,k
r

- волновое число, волновой вектор, 1/м

L, M - индуктивность и взаимная индуктивность, Гн

m - масса электрона, 311011,9m −⋅=  кг

M
r

- вектор намагниченности среды, Тл (Вб/м2 )

n - показатель преломления среды

p
r

- импульс частицы, кг⋅м/с

e
P
r

- дипольный момент, Кл·м

P ,  PT    -  мощность и мощность тепловых потерь, Вт 

P
r

- вектор поляризации среды, Кл/м2

q - величина электрического заряда, Кл

r
r

- радиус-вектор точки

U,ϕ   - электрические  потенциал и напряжение, В

ϑ ,vф   фазовая  скорость распространения электромагнитной волны в среде, м/c

vгр        -  групповая скорость, м/c
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W, WΕ , WΜ   -  энергия, электрическая энергия, магнитная энергия ЭМП, Дж 

w       -  объемная плотность  энергии электромагнитной поля, Дж/м3 

ZС    -  характеристическое (волновое) сопротивление среды, Ом  

W0  -  характеристическое (волновое) сопротивление вакуума, W0 = 120π Ом 

000 z,y,x
rrr

- орты декартовой системы координат

000 ,, zr
rrr α -  орты цилиндрической системы координат

000 ,, αθ rrr
r - орты сферической системы координат

α - коэффициент затухания (потерь) в среде, 1/м

β - фазовая постоянная распространения волны, 1/м

γ -  постоянная распространения волны, 1/м ( αβγ i+= )

∆ - угол потерь

δ -  глубина проникновения электромагнитного поля, м

ε - абсолютная диэлектрическая проницаемость среды, Ф/м

r
ε -  относительная диэлектрическая проницаемость среды, 0r

/ εε=ε

0
ε диэлектрическая проницаемость вакуума, 129

0
1085,810

36

1 −− ⋅=⋅
π

=ε

Ф/м

ε̂  тензор абсолютной диэлектрической проницаемости среды, Ф/м 

σ  -  удельная проводимость среды, См/м

µ0 - магнитная проницаемость вакуума, 7
0 104 −⋅= πµ Гн/м

µ , r
µ -абсолютная, Гн/м, и относительная, 

0µ
µµ =r , магнитная проницае-

мость

mχ ,
Э

χ -  магнитная и- электрическая восприимчивости среды

ρ , ξ , τ   -  объемная, поверхностная, линейная плотности электрического заря-

да, соответственно Кл/м3, Кл/м 2  , Кл/м 

Φ , IKΨ -  магнитный поток и потокосцепление, Вб

λ, (λ0) длина волны в среде (вакууме), м
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П
r

- вектор Пойнтинга, Вт/м2

ЭДС, Э  - электродвижущая сила, В 
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1. УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА

В данном разделе рассматриваются темы: 

1.Уравнения Максвелла в  интегральной  и  дифференциальной  формах.

Материальные уравнения

2. Граничные условия.  Основные следствия из уравнений Максвелла.

3.Связь между векторами электромагнитного поля.

4.Определение ЭДС в контуре. Расчет  электромагнитной  энергии.

1.1. Уравнения Максвелла в  интегральной и дифференциальной

формах 

Закон полного тока (первое уравнение Максвелла) 

∫ =
L

IldH
rr

,  (1.1) 

где ∫=
S

SdjI
rr

 - полный ток, пронизывающий площадку, опирающуюся на контур

L. Закон электромагнитной индукции

dt

dФ
ldE

L

−=∫
rr

,  (1.2) 

где  SdBФ
S

rr

∫= - поток вектора магнитной индукции, пронизывающий пло-

щадку S.  Тогда, второе уравнение Максвелла запишется в виде: 

SdB
dt

d
ldE

SL

rrrr

∫∫ −= .  (1.3) 

Постулат Максвелла (третье уравнение Максвелла) 

∫ =
S

qSdD
rr

,  (1.4) 

где q – заряд, находящийся внутри замкнутой поверхности S. 

Закон непрерывности линий магнитной индукции  (четвертое уравнение) 

∫ =
S

0SdB
rr

.  (1.5) 

Уравнения Максвелла в дифференциальной форме: 
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Плотность полного тока представляет сумму плотностей четырех токов 

j j j j j
см пр пер ст

= + + +
r r r r r  ,                               (1.7) 

  Выражения каждого из токов приведены в таблице ниже 

 В каждой конкретной задаче присутствует один или несколько то-

ков,  соответствующих условиям задачи. 

 1.2. Материальные уравнения, граничные условия и энергия ЭМП  

Связь векторов поля в некоторой материальной среде  представляется ма-

териальными   уравнениями: 

   MHHB
0

rrrr
+µ=µ= ,                                    (1.8) 

                                  PEED
0

rrrr
+ε=ε= .                                     (1.9) 

 Здесь        M
r

 -   вектор намагниченности,  HM m0

rr
χµ= ,  Тл,                        (1.10) 

                   P
r

  - вектор поляризации среды,  EP
Э0

rr
χε= , Кл/м2,            (1.11)          

где  χm=µr-1  магнитная восприимчивость и  χэ=εr-1 –электрическая восприим-

чивость. 

         Вектор плотности тока проводимости    связан с вектором напряженности 

электрического поля законом Ома в дифференциальной форме 

                               Ej
ПР

rr
σ=  .                                             (1.12) 

jHrot
rr

=               (1.6а) 

t

B
Erot

∂

∂
−=

r
r

           (1.6б) 

ρ=Ddiv
r

          (1.6в) 

 

0Bdiv =
r

              (1.6г) 

СМ
j
r

 

плотность тока 

смещения 

ПР
j
r

 

плотность тока 

проводимости 

ПЕР
j
r

 

плотность тока 

переноса 

СT
j
r

 

плотность сто-

роннего тока 

t
D

смj
∂
∂=
r

r  Eпрj
rr

σ=  ϑρ=
rr

перj  первичный ис-

точник поля 

СМ
j
r

 

плотность тока 

смещения 

ПР
j
r

 

плотность тока 

проводимости 

ПЕР
j
r

 

плотность тока 

переноса 

СT
j
r

 

плотность сто-

роннего тока 

t
D

смj
∂
∂=
r

r  Eпрj
rr

σ=  ϑρ=
rr

перj  первичный ис-

точник поля 

СМ
j
r

 

плотность тока 

смещения 

ПР
j
r

 

плотность тока 

проводимости 

ПЕР
j
r

 

плотность тока 

переноса 

СT
j
r

 

плотность сто-

роннего тока 

t
D

смj
∂
∂=
r

r  Eпрj
rr

σ=   

 

первичный ис-

точник поля 
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Каждая  среда характеризуется  относительными проницаемостями – маг-

нитной (µr) и  электрической (εr) и абсолютной удельной проводимостью σ. 

Материальные среды по своим свойствам делятся на однородные и неод-

нородные, линейные и нелинейные, изотропные и анизотропные.  

Неоднородными  являются среды, в которых параметры σεµ и,,  являют-

ся функциями координат. Нелинейными являются среды, в которых параметры 

σεµ и,,  являются функциями самих полей. Анизотропные среды отличаются 

от изотропных тем, что они в разных направлениях  обнаруживают различные 

свойства.  Для таких сред  σεµ и,,  могут быть представлены  виде тензора. 

Тензор представляет матрицу, состоящую из 9 независимых элементов. Мате-

риальные уравнения в этом случае приобретают вид:  

ED
rr

⋅= ε ,   HB
rr

⋅µ= ,   ЕJ
ПР

rr
⋅σ= .                               (1. 13) 

Переход от уравнений Максвелла в интегральной форме к уравнениям в 

дифференциальной форме осуществляется с помощью теорем  

Остроградского - Гаусса  (П1.19)    

                      

     ∫ ∫=
S V

dVAdivSdA
rrr

                                                 (1.14) 

и     Стокса (П1.26)  

∫=∫
SL

SdArotldA
rrrr

,                                                  (1.15)  

где вектором A
r

 может быть любой из 4 векторов E
r

,D
r

,B
r

,H
r

. 

Уравнения Максвелла  имеют единственное решение, соответствующее 

поставленной задаче, только в том случае, когда они подчинены граничным и 

начальным условиям. Граница может проходить между двумя диэлектриками: 

граница диэлектрик – диэлектрик (Д-Д) и между диэлектриком и металлом гра-

ница  диэлектрик – металл (Д-М). Граничные условия непосредственно следу-

ют из уравнений Максвелла и определяют поведение векторов поля на границе  

раздела двух  сред.  
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Рис.1.1 

В таблице приведены граничные условия в векторной форме  и для 

нормальных и тангенциальных к границам составляющих полей. 

   Векторная форма 

граничных условий 

           Д-Д             (1.16)              Д-М           (1.17)  
 

 

 

 

 

       

Примечание. Векторы электромагнитного поля могут быть выражены 

друг через друга только в том случае, если каждое из них в отдельности удов-

летворяет системе уравнений Максвелла. 

Удельная энергия электрического или магнитного поля определяются со-

отношениями  

         
0

22
0

22 µµ
µµ ВН

wн == .   
0

22
0

22 εε
εε

⋅
=

⋅
= DE

wE .                            

Интегрирование по объему дает полную энергию электрического или 

магнитного поля                        ∫=
V

EE dVwW    ,       ∫=
V

нH dVwW .              

1.3 Примеры решения типовых задач 

    Задача №1 

  По прямолинейному круглому проводнику радиуса R протекает ток си-

лою I. Найти выражения, определяющие на-

пряженность магнитного поля внутри про-

водника (область 1, 0≤  r≤  R) и вне проводни-

ка (область 2: -  R≤ r ∞≤ ) .           

Построить график зависимости Н(r). Оп-

ределить значения Н при следующих данных: 

радиус проводника R=1см, величина тока I = 

1А, r1 = 0,5 см  и  r2 = 1м. 

;

;0
1

;0

sjH
n

B
E

о;nD

=
=
=
=

τ

τ

S21

n2n1

21

Sn2n1

jHH

;BB

;EE

;DD

=−
=
=

ξ=−

ττ

ττ
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Рис.1.2 

Решение. Для решения этой задачи  используется первое уравнение Мак-

свелла в интегральной  форме, т.е. закон полного тока  (1.1). 

Формулировка этого закона утверждает, что циркуляции вектора H
r

 

по контуру L определяется  величиной полного тока, охватываемого  этим 

замкнутым контуром,  как показано на рис. 1.1.  Так как элемент длины контура 

в цилиндрической системе координат равен αα drd a
0v

l
r

= ,  то 

2

0

2
L

Hd H rd H r I
π

α αα π= = ⋅ =∫ ∫
rr
l� , 

В области 2 контур L2 охватывает полный ток I, поэтому 

r2

I
H

2 π
=α ;                                                      (1.18) 

Определим величину тока в области  1 (внутри проводника), охватываемой   

контуром L1, исходя из постоянства плотности тока по сечению. Приравнивая  

значение плотности полного тока в пределах всей площади πR2, равное 

2R

I
j

π
= , и плотности  тока на любом сечении с радиусом проводника r 

(
2

1

r

I
j

π
= ), получим значение тока в любой точке для первой области 

2

1 2

Ir
I

R
= .  

Напряженность магнитного поля в первой области будет равна           

21 R2
Ir

H
π

=α  .                                             (1.19) 

График зависимости  Н(r)  представлен на рис. 1.2.  

 Результат   численного расчёта дает: Н1 = 8 А/м, Н2 = 0,16 А/м. 

Решение этой задачи позволяет получить решения для следующих вариантов:  

1.Если направление тока в проводе заменить на противоположное, чему 

равна напряженность магнитного 

поля? 

 2. Как изменится величина напря-

женности магнитного поля во внеш-

ней области, если провод заменить 



 18

полым цилиндром с внутренним  радиу-

сом равным R/2, а ток оставить неизмен-

ным? Чему будет  в этом  случае напря-

женность магнитного поля в области    

0÷R/2?  

Задача №2 

Между полюсами электромагнита, 

создающего в зазоре индукцию  

tBB ωcos0

vr
= , помещена круглая рамка, площадь которой S1 (S1=π ⋅а2, где а – ра-

диус рамки) много меньше площади полюсов электромагнита S и L–периметр 

рамки (рис. 1.3). Определить  напряженность электрического поля, циркули-

рующую вдоль рамки и электродвижущую силу Э, наведённую в контуре, если 

частота генератора  f =400 Гц, амплитуда напряженности переменного магнит-

ного поля В 0 =1Тл, а=0,5см? Справка: LЕЭ
l

= . 

 Как изменятся E
r

 и Э, если  рамку повернуть на угол α=600  относительно 

первоначального положения?  Диэлектрик - воздух. 

Решение. Для решения этой задачи используется закон электромагнитной 

индукции.( второе уравнение Максвелла в интегральной форме (1.3)).   

 По условиям задачи, поток вектора индукции, пронизывающий рамку, 

можно считать однородным и  определяемым в виде  αcos1

1

SBSdBФ n
S

== ∫
rr

. 

Здесь B n  - проекция вектора B
r

 на нормаль n
r

 к поверхности S1.  Согласно зако-

ну  электромагнитной  индукции, циркуляция вектора E
r

 по замкнутому конту-

ру  равна скорости изменения этого потока t/Ф ∂∂ , пронизывающего площад-

ку S1,. Запишем эти утверждения 
2

20
0

( cos )
2 sin

L

В a t
Э Ed Е L E a B a t

t

π ωπ π ω ω∂= = ⋅ = = − = ⋅
∂∫ l l

rr
l� .          (1.20) 

 При перпендикулярной ориентации рамки по отношению к вектору 

B
r

,  т.е. когда угол  α=0,  наведённая Э в контуре определяется выражением  

Рис.1.3 
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( )tBaЭ ωωπ sin0
2= . 

Подставив заданные величины, получим 

( ) ( ) ( ) BttЭ 4002sin0314,04002sin400105,0)14,3(1
22 ⋅=⋅⋅⋅= − ππ . 

Откуда максимальная (амплитудная) величина Э равна   Эмак=3,14⋅10 -2  В 

Напряженность электрического поля, циркулирующая вдоль рамки Еe, 

равна  отношению Э к периметру рамки L 

( ) ( ) ( ) мBttaЭLЭE /,sin1025,0)105,02/(4002sin400105,0)14,3(12// 2222 ωπππ −−− ⋅=⋅⋅⋅⋅⋅===
l

        При повороте плоскости рамки на угол   α  относительно магнитного по-

ля,   E
r

 и Э уменьшаются  в αcos  раз.      

Ответ:  1)  Максимальная Э, наводимая в контуре при перпендикулярной 

ориентации рамки  к вектору 
0

B
r
и напряженность электрического поля соответ-

ственно равны     Эмак1=3,14⋅10-2 В     и    21025,0 −⋅=
lмакE  В/м.   

2) при повороте рамки на угол α максимальная Э и напряженность элек-

трического поля  Эмак2=1,57⋅10-2 В,    Емак2= 1,25 мВ/м. 

Задача №3  

Положительный заряд с объёмной плотностью ρ =10 3− Кл/м 3  равномерно 

распределён  в сферическом объёме  радиуса R=1см. (Рис. 1.4)   Найти вектор 

электрического смещения D
r

 и вектор напряженности электрического поля E
r

 в 

областях: 1. (0≤ r≤R) и  2. (R ≤ r≤ ∞ ).   Диэлектрик-воздух.    Построить график 

зависимости )r(D
r

. Дать численный результат при: г1=0,2см, r2=1м.  

 Рис.1.4 Рис.1.5 
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Решение. Исходной формулой для решения этой задачи является третье 

уравнение Максвелла (1.4). Так как вектор D
r

 распределен по поверхности рав-

номерно, то  ∫ ==
S

r
qSDSdD

rr

. Следовательно: 

1. Для первой области (0≤ r≤ R)  при S =4πr2  получим  q= 3

3

4
rπρ , 

Dr1= r
3

ρ =2/3⋅10 6− ,Кл/м2,            
0

1r
1r

D
E

ε
= .                  (1.21)                                           

 2.Для второй области (R ≤ r≤ ∞ )   q= 3

3

4
Rπρ .      

                         
2

3

2r r
R

3
D

ρ= =1/3⋅10-9 Кл/м2 ,         

0

2r
2r

D
E

ε
=  .                             (1.22)                                                           

   Меняя r   в пределах 0≤ r≤ ∞, построим график зависимости  )r(D
r

, пока-

занный на рис. 1.5. 

Самостоятельно можно  ответить на вопросы : 

1.Что произойдет с векторами   
2

E
r

 и  
2

D
r

,   если в объёме, вместо распре-

делённого заряда будет находиться сосредоточенный заряд q , причём в произ-

вольной точке? 

2. Чему будут равны вектора 
1

E
r

, 
1

D
r
в точке  r=0,  если объёмный заряд  

распределён в слое 0,5R  ≤  r≤ R?  

Задача №4  

Доказать, что вектор магнитной индукции 

r2

I
B 00

π
µ

α= rr
      удовлетворяет 4-му уравнению Мак-

свелла в  интегральной  форме (1.5), т.е. линии век-

тора B
r

 непрерывны  (рис 1.6). 

 Решение. Решение этой задачи сводится к вычис-

лению интеграла  0=∫ SdB
s

rr
 по поверхности сим-

метричной (относительно оси z) объёмной фигуры, 

построенной вокруг проводника с током  и замкну-

z

I

1S

2S

B

z

I

1S

2S

B
бокS

Рис.1.6 
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той по координате α. Часть этой фигуры, в виде искривленного цилиндра, пока-

зана на рисунке 1.6. Полный поток вектора магнитной индукции через этот вы-

деленный объём можно представить в виде трех потоков: через одно S2 и дру-

гое S1 сечение и боковую поверхность Sбок. Запишем вектор Sd
v
 виде суммы 

трех слагаемых:  
бокdsrdsds 0

2
0

1
0 rrr

+− αα .Подставим в под интегральное выражение 

векторы  B
v
и Sd

r
, получим:  

0)(
22

00
2

00
1

00000 =+−== ∫∫∫
S

бок

sS

dsrdsds
r

I
Sd

r

I
SdB

rrrrrrrrrr
ααααα

π
µ

π
µα .  

Здесь 0ss
2

00

1

00 =αα−αα rrrr
, так  как  s1=s2, а нормали к площадкам проти-

воположно направлены, и скалярное произведение двух ортогональных векто-

ров равно нулю ( 0r00 =αr ). Поэтому  для замкнутой фигуры получаем 0SdBs =∫
rr

.  

Задача №5  

Определить   rotH
r

   для    магнитных полей,  полученных в первой зада-

че в виде формул (1.18) и (1.19). 
r2

I
H

2 π
=α  и 21 R2

Ir
H

π
=α  . Решать в цилиндри-

ческой системе координат. 

Решение.      Так как заданные магнитные поля имеют только  со-

ставляющие  по координате  α, то в третьей строке определителя (П1.24) будет 

отличен от ноля только один член rHα. Подставим в определитель rotН1 задан-

ное значение Нα1:    )R2/I(

0rr0
zr

z
r

1
r

r

1

0rH0
zr

z
r

1
r

r

1

Hrot 2

1
π⋅























⋅
∂
∂

α∂
∂

∂
∂

°°α°

=























∂
∂

α∂
∂

∂
∂

°°α°

=

α

r . 

Раскрывая определитель, получаем (для области внутри проводника) толь-

ко  z - составляющую плотности тока, т.е.  

2

2
0 0 0

1 2 2

21
,

r I

R I A
rotH z z z j

r r R м

π
π

  
∂  
  = = =

 ∂
 
 

r r r r .                   Аналогично найдем rotН2, 

подставляя известное значение Нα2  для области вне проводника 
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)2/I(

0
r

1
r0

zr

z
r

1
r

r

1

0rH0
zr

z
r

1
r

r

1

Hrot
2

π⋅























⋅
∂
∂

α∂
∂

∂
∂

°°α°

=























∂
∂

α∂
∂

∂
∂

°°α°

=

α

r . 

Раскрывая этот определитель,  получим все составляющие равными нулю, 

т.е.   rot
2

H
r

=0. 

 Вывод: Хотя магнитное поле существует как внутри проводника, так и 

вне его, но внутри проводника rot
1

H
r

≠0, а вне - rot
2

H
r

=0. Почему? Попробуйте 

объяснить сами.  

Задача №6 

Определить дивергенцию векторов D
r

(в сферической системе координат), 

полученных  в задаче №3 в виде формул (1.21)  и (1.22).  

Решение.  Вектор электрической индукции D
r

 (задача №3) задан только 

составляющей вдоль радиуса сферической системы координат:   

 • для первой области (0≤ r≤ R),           Dr1= r
3

ρ , 

• для второй области (R ≤ r≤ ∞ )       
2

3

2r r
R

3
D

ρ= . 

Используем выражение дивергенции в сферической системе координат 

(П1.17) и учитывая, что вектор D
r

 зависит только от координаты r, получим :   

2

2

( )1 rD r
divD

r r

∂=
∂

r
. 

Подставляя известные выражения Dr и D2, будем иметь 

ρ

ρρ

===
dr

r
d

rdr

r
r

d

r
Ddiv

)
3

(
1

)
3

(
1

3

2

2

21

r
    и    

dr

r
r

R
d

r
Ddiv

)
3

(
1

2
2

3

22

ρ

=
r

=0. 

Вывод:    ρ=
1

Ddiv
r

,     0Ddiv
2

=
r

. 

Постарайтесь ответить на вопрос почему же дивергенция вектора   
2

D
r

  

равна нулю, а дивергенция вектора 
1

D
r
не равна 0? 
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Задача №7 

Может ли вектор ( )yyx5xBB 00
0

rrr
+=  быть вектором магнитной индукции? 

   Решение.  Заданный вектор может быть вектором магнитной индукции 

только в случае, если он будет удовлетворять уравнению непрерывности (1.5)  

       Так как  div 6B =
r

, то заданный вектор не может  быть вектором магнитной 

индукции.  

Задача №8  

Относительная диэлектрическая проницаемость среды изотропного ди-

электрика равна     4r =ε . Чему равна электрическая восприимчивость? 

Решение.  Электрическая восприимчивость (1.11) определяется из равенст-

ва    (1 )эr
χε = + , следовательно   χэ  = 4 - 1=3.  

Задача №9  

Напряженность магнитного поля в среде, обладающей  µ
r
=102,  

Н=0,1А/м. Чему равен вектор намагниченности среды M
r

? 

Решение.    Согласно (1.10), магнитная восприимчивость среды определя-

ется как 10111021 =−=−= rm µχ , а намагниченность среды M
r

 равна   

=χµ= HM
m0

rr
4π⋅10-7101⋅0,1=126,8⋅10-7 Тл. 

Вспомните, в каких  средах вектор намагниченности  больше нуля, меньше 

нуля и равен нулю? 

Задача №10   

Анизотропный диэлектрик имеет диэлектрическую проницаемость 

                                 
















=

0

1

1

00

0

0

ε
εα
αε

ε  

К нему приложено электрическое поле 
z

0
x

0 EzExE
rrr

+= .   

Найдите выражение для вектора электрического смещения D
r

. Определите 

угол между векторами E
r

  и D
r

.  
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Решение.   Так как  диэлектрик имеет анизотропную диэлектрическую 

проницаемость, то вектор электрического смещения D
r
будет определен сле-

дующим выражением. 

                    

































ε
εα
αε

=ε=

z

x

0

1

1

E

0

E

00

0

0

ED
rr

 

Перемножая  строку на столбец, получим проекции вектора смеще-

ния: XX ED 1ε= ,   XY ED α= ,   ZZ ED 0ε= . 

Из них составим вектор смещения  D
r

 

zxx EzEyExD 0
00

1
0 εαε rrrr

++= . 

Для определения угла между векторами D
r

 и E
r

 запишем скалярное произ-

ведение векторов 

( ) )cos(22222 EDEEDDDEDEDED zxzyxzzxx

rrrr
+++=+= ,  откуда 

∠ )( ED
rr

 = 














+⋅++

+
22222

cos
zxzyx

zzxx

EEDDD

EDED
arc . 

Задача №11 

   Два диэлектрика, обладающие относительными диэлектрическими про-

ницаемостями 1rε  и 2rε  имеют плоскую границу раздела (рис. 1.7). 

Вектор E
r
  электрического поля в первой среде образует угол 1θ  с осью z. Най-

ти вектора E
r
 и D

r
 во второй среде и угол преломления 2θ .Численный ответ 

привести   для 1rε =1,  2rε =4,  Е1= 1 В/м, 1θ =300 . 

  Решение.   1. Найдем вектора E
r
 и D

r
 во второй среде.  Запи-

шем для  первой среды общее выражение напряжен-

ности электрического поля 2

1n

2

11
EEE += τ

r
 и вектора 

электрической индукции 
111

ED
rr

ε=   , где ,sin 111 θτ EE =  

Е 1n =E1 СOS 1θ . 

Рис.1.7 
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Для второй среды -  2

2n

2

22
EEE += τ

r
,  

222
ED
rr

ε= . 

Воспользуемся граничными условиями (1.16): 21
EE ττ = , 21 nn DD =  . 

Тангенциальная составляющая напряженности электрического поля вто-

рой среды легко определяется первым выражением, нормальная составляющая 

определяется  из второго выражения и материального уравнения (1.9), т.е. 

2n2r1n1r
EE ε=ε , откуда   1n2r1r2n

E)/(E εε= . 

Подставляя заданные величины, получим 

,м/В5,0sinEEE
1121

=θ== ττ     Еn1=E1⋅cos θ1 =0,87 В/м. 

112r1r1n2r1r2n
cosE)/(E)/(E θ⋅εε=εε= ,     Еn2 =0,2275 В/м.  

Величина напряженности электрического поля во второй среде равна   

546,022,05,0 22
2 =+=E  В/м, тогда 184,2546,04222 =⋅== ED ε  Кл/м2. 

2. Найдем угол преломления 2θ . Для этого [2], используя (1.16) составим 

систему уравнений 

.coscosE

,sinEsinE

22r111r

2211

θε=θε
θ=θ

 

Поделив первое уравнение на второе, получим 
21r12r

tgtg θε=θε , которое 

позволяет определить угол преломления 2θ  

0
1

2

1
2 6,66== θ

ε
εθ tgarctg

r

r . 

Ответ: 546,02 =E  В/м,    184,22 =D  Кл/м2 ,  2θ = 06,66 . 

Посмотрите, что изменится в решении, если вторую среду заменить пло-

ской металлической поверхностью?  

Задача №12 

Две полубесконечные магнитные среды, 1-ая изотропная и 2-ая анизо-

тропная, имеют плоскую границу раздела, которая проходит через y=0, коорди-

натная поверхность zx  (рис. 1.8). Проводимости сред равны нулю. В первой 
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среде существует магнитное поле  
1y

0

1x

0 HyHxH
rrr

+= . 

Определить магнитное поле во второй среде. 

Параметры сред: 

 
021

z

0

0

201
,

00

0

0

; ε=ε=ε
















µ
µα+

α−µ

=µµ=µ  

Решение.   Согласно рис. 1.8 и граничным условиям (1.16), записываем 

связь между векторами первой и второй сред. 

0HH,HHHH
2z1z2x1x21
===→= ττ ,                         (1.23) 

        nynn BHB 21021B =→= µ                                       

(1.24) 

Запишем вектора H
r

 и B
r

 для первой среды: 

1y

0

1x

0

1
HyHxH

rrr
+= ,  

1y0

0

1x0

0

101
HyHxHB µ+µ=µ= rrrr

 . 

Запишем выражение для вектора Н2, составляющие которого надо опре-

делить из граничных условий:   2
0

2
0

2
0

2 zyx HzHyHxH
rrrr

++= .                        (1.25) 

Так как во второй среде магнитная проницаемость представлена тензором, то 

вектор магнитной индукции для второй среды через материальное уравнение 

(1.8) запишем в виде произведения двух матриц и перемножим их:        

.

0000

0

0

202

220

2

2

0

0

2

2

2

2

















+

−

=
















⋅
















+
−

=
















= yx

yx

y

x

zz

e

x

HH

HH

H

H

B

B

B

µα
αµ

µ
µα
αµ

B
r

 

В результате получим следующее выражение: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2y01x

0
2y01x0

0
2y02x

0
2y2x0

0
2

HHyHHxHHyHHxB µ+α+α−µ=µ+α+α−µ= rrrrr
. 

Вектор 
2

B
r

 будет полностью определен, если будут определены Hx2 и 

Hy2.  Но  
1x2x

HH =  (равенство тангенциальных составляющих) и составляющая    

2y01x2y
HHB µ+α= .   

Приравняем составляющие (равенство нормальных компонент) 2yB = 1yB , 

Рис.1.8 
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   .1012012 yyyxy HBHHB µµα ==+=                               (1.26) 

 Из (1.26) определим      1

0

12 xyy HHH
µ
α−= .  

  Зная составляющие магнитного поля второй среды, запишем конечное 

выражение векторов  
2

H
r

  и   
2

B
r

: 

)HH(yHxH
1x

0
1y

0

1x

0

2 µ
α−+= rrr

,      
1y0

0
1y1x

0

22

00
2

Hy)HH(xB µ+α−
µ

α+µ
= rrr

. 

Подумайте, почему вектора 
2

H
r

  и   
2

B
r

 имеют только две проекции? 

Задача №13 

 Доказать, что уравнение непрерывности плотности полного тока 

0jdiv
полн

=
r

  является следствием уравнения Максвелла. 

Решение.      Для доказательства достаточно провести операцию div над 

уравнением (1.6а):  div rot H divj=
r r

. Так как операция div rot есть тождествен-

ный  нуль, то, 0divj =
r

, что и требовалось доказать.  

    Задача №14 

 Плотность полного тока в проводящей среде  задана 0 04j x х y у= +
r r r . 

Удовлетворяет ли данный ток уравнениям Максвелла? 

Решение.    Удовлетворяет, если 0divj =
r

.     Расчёт, однако, показывает, 

что div j
r

=5. Это означает, что заданное выражение плотности тока не удовле-

творяет требованию непрерывности тока.  Рассмотрите вариант, когда  вектор 
0 04j x y= +

r r r  не зависит от координат? 

Задача №15  

Докажите, что закон сохранения заряда является следствием закона не-

прерывности полного тока. 

 Решение.   Закон сохранения заряда утверждает, что всякому измене-

нию заряда в некотором объёме соответствует электрический ток, втекающий в 

объём или вытекающий из него. Он является следствием закона непрерывности 

полного тока: ( )/ 0прdivj div j div dD d t= + =
rr r

. После подстановки постулата Мак-
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свелла, интегрирования по объёму dV
dt

dVjdiv пр ∫∫
∂−= ρ и применения теоремы 

Остроградского-Гаусса (П1.19), это уравнение  записывается   в виде   

пр
S

пр
I

dt

Q
Sdj =∫

∂−=
rr

. То есть   
dt

Q
I
пр

∂−= . Что и требовалось доказать. 

 Задача №16  

Доказать, что в однородной проводящей среде не может существовать 

объемное распределение заряда, не зависящее от времени  и найти эту зависи-

мость. 

Решение. В рассматриваемой среде существуют токи проводимости и 

смещения. Уравнение 0
)( =

∂
∂+

t

Ddiv
Ediv

r
r

σ  является следствием первого уравне-

ния Максвелла и с учетом (1.6) для однородной среды может быть  записано   

dt

dρ + ρ
ε
σ

=0.  Это дифференциальное уравнение после разделения переменных  

и интегрирования имеет решение:         
t

e ε
σ

ρρ
−

°= ,                                                   

(1.27) 

где ρ0 – начальная величина заряда при t=0. 

Из (1.27)следует, что плотность заряда в проводящей среде, независимо от 

напряженности поля E
r

  убывает по экспоненциальному закону. Время, в тече-

ние которого заряд уменьшается в е=2,78  раз, называется временем релакса-

ции. По формуле (1.27)  можно определять время релаксации для разных сред. 

   Задача №17 

 Показать, что из дифференциальных уравнений Максвелла для диэлек-

трика в отсутствии свободных зарядов и сторонних источников получаются 

волновые уравнения для векторов электромагнитного поля E
r

 и H
r

. 

Решение.   Используем систему уравнений Максвелла (1.6). Применим 

операцию rot к первому уравнению системы 

            
t
Erot

Hrotrot
∂

∂ε=
r

r
.                                       (1.28) 
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Используем соотношение (П1.37)  

  HHdivgradHrotrot 2
rrr

∇−= .                           (1.29) 

Так как 0Hdiv =
r

, то Hdivgrad
r
тоже будет равно нулю. 

Заменив в (1.28) Erot
r

, уравнением (1.6) получим  волновое уравнение 

для вектора магнитного поля H
r

          

2

2
2

t

H
HH

∂
∂εµ−=∆=∇

r
rr

.                                          (1.30) 

Для вектора электрического поля волновое уравнение выводят анало-

гичным образом, полагая  0Ediv =
r

. Получаем 
2

2
2

t
E

EE
∂
∂εµ−=∆=∇

r
rr

.       (1.31) 

       Задача №18  

 Докажите, что вектор E
r

, представленный выражением 

)kztcos(EyE
0y

0 −ω= rr
 является решением волнового уравнения (1.31). 

Решение.  Так как вектор E
r

 является функцией одной координаты z, опе-

ратор 2

2
2

dz
d=∇ и волновое уравнение  примет вид   

2

2

dz

Еd У =
2

2

t

ЕУ

∂
∂− εµ  

Взяв производные от вектора E
r

, убедитесь, что равенство левой и правой 

частей волнового уравнения выполняется при равенстве  εµω=k . 

Задача №19 

В идеальном диэлектрике существует электромагнитное поле, заданное 

вектором электрического поля: ( ) tcosrEzE
Z0

ω= rr
, явная зависимость которого  

от r неизвестна.   Найти напряженность магнитного поля Н(r), соответст-

вующего заданному вектору. Система координат цилиндрическая. 

Решение. Векторы электромагнитного  поля могут быть выражены 

друг через друга только в том случае, если каждое из них в отдельности удов-

летворяет уравнениям Максвелла. Используем 2-е уравнение Максвелла   
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t

H

t

B
Erot

∂
∂µ−=

∂
∂−=

rr
r

 .  Раскроем определитель Erot
r

  для заданного вектора, 

приравняем соответствующие проекции и выразим Н(r) через Еz(r) 

.
t
H

tcos
r

E

tcos)r(E00
zr

z
r
1

r
r
1

Erot z0

z

000

∂
∂µ−=ω

∂
∂α−=























ω
∂
∂

α∂
∂

∂
∂

α

=
r

r

rrr

r

            (1.32) 

    Из выражения (1.32) видно, что магнитный вектор имеет только од-

ну проекцию  Нα                                        .HH α°α= rr
 

Проинтегрировав по времени,  получим 

t
r

rE
H z ω

µωα sin
)(1

  
∂

∂
=

.                           (1.33) 

Составим уравнение для определения выражения  Ez(r), воспользовавшись 

уравнением Максвелла (1.6) 
( )

tsin)r(Ez
t

tcos)r(E

t

D
Hrot

z
z ωεω°−=

∂
ω∂

ε=
∂
∂= r
r

r
. 

В то же время  
r

)rH(

r

1
z

0rH0
zr

z
r

1
r

r

1

Hrot 0

000

∂
∂

=























∂
∂

α∂
∂

∂
∂

α

= α

α

r

rrr

r
 

Откуда             trErH
rr z ωωεα sin)()(

1 −=
∂
∂

. 

Исключим из этого уравнения  Нα , подставив  (1.33), 

trEt
r

rE
r

rr z
z ωεωω

µω
sin)(sin

)(11 =








∂
∂

∂
∂

   или 

0)(
)(1)(

 2
2

2

=+
∂

∂
+

∂
∂

rEk
r

rE

rr

rE
z

zz ,   

где     εµω 22 =k . 
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В результате мы получили 

уравнение Бесселя  нулевого по-

рядка, решением которого явля-

ются  функции Бесселя нулевого 

порядка 1-го и 2-го рода: 

                               

( )krNBkrJArEz 00 )()( ⋅+⋅=                                                   

(1.34)    

графики этих функций приведены на рис. 1.9. 

Исключаем из (1.34) второе слагаемое, положив В=0, как не удовлетво-

ряющие  требованиям теоремы единственности, т.к. при r=0   N(kr)= ∞−   , и 

получаем окончательное выражение для вектора     tkrJAzE ωcos)(00
0r

r
= ). 

Из (1.33), с учетом )kr(kJ
dr

)kr(dJ
1

0 −= , решение для вектора H
r
будет вида  

tkrJ
Z

AtkrJ
k

AH
C

ωαω
µω

α sin)(
1

sin)( 1
0

1
0 rrr

−=−= ,  

где                                  
Cr

r

r

r

ZW

k 11

00

0

22

2

====
µ
ε

µµ
εε

ωµ
εµω

µω . 

Задача №20 

Задано  в свободном пространстве выражение электрического поля  

tcos)xyyx(EE 00
0

ω−= rrr
. Определить магнитное поле H

r
.  

Решение:  Для решения задачи используем 2-е уравнение Максвелла.      

tcosE2ztcosE

0xy
zyx

zyx

t

B
Erot 0

0
0

000

ω−=ω
















−
∂

∂
∂

∂
∂

∂=
∂
∂−= r

rrr
r

r

. 

Интегрируя затем  Erot
r
 по времени, определим вектор  В

r
. 

∫ ⋅= dttEzB ωcos2 0
0r

r
 = t

E
z ω

ω
sin

2 00r . 

 Используя материальное уравнение (1.8), находим вектор H
r

  

Рис.1.9 
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µ
= B

H

r
r

, ⇒   tsin
E2

zH 0 ω
µω

°= rr
. 

Проверим, существует ли в природе такое поле. Для этого подчиним по-

лученное  магнитное поле первому уравнению Максвелла: tDHrot ∂∂= /
rr

. 

Так как H
r

 не зависит от координат, то  Hrot
r

=0.  Следовательно,  0/ =∂∂⋅ tE
r

ε .  

Откуда E
r

=0. Поэтому, заданного в таком виде переменного электромагнит-

ного поля в природе не существует. 

  Задача №21  

Определить электродвижущую силу (ЭДС)  в замкнутом контуре, обра-

зованном равнобедренным треугольником, если известен вектор .tsinHH
0

ω=
rr

 

Направление вектора  H
r
показано на рис. 1.10 и    θ=600. 

  Решение.  Запишем выражение для 

потока  Ф вектора  tsinHB
0

ωµ=
rr

     

∫ωµ=
S

0
SdHtsinФ
rr

. 

Скалярное произведение векторов 

ScosHSdH
0

⋅θ=
rr

.                            (1.35) 

Учитывая (1.35), получим выражение для потока, пронизывающего тре-

угольную площадку,       
2

a
tsinH

2
Ф

2

0
0 ⋅ω

µ
= .                                              (1.36) 

Электродвижущая сила определяется соотношением 

                tcosH
4

a

t

Ф
Э

0

2

0 ω
ωµ

−=
∂
∂−=                                              (1.37) 

Задача №22 

 Плоский воздушный конденсатор, пластины которого имеют форму 

дисков радиуса а, подключен к источнику переменного гармонического напря-

жения частоты ω . Диэлектрик внутри – воздух. Расстояние между дисками d 

.  Найти энергию электрического и магнитного полей внутри конденсатора. В 

Рис.1.10 
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каких фазовых соотношениях находятся 
Э

W  и 
М

W ?   Исходя из равенства    

2
2

00

2








λ
π=ωεµ , доказать, что WЭ=Wм при длине волны а⋅= πλ 41,1 . 

 Решение.    Напряжение между пластинами меняется по гармоническому 

закону tcosUU
0

ω= .  Напряженность электрического поля  определим через 

напряжение   t
d

U
E ωcos= . Электрическая энергия равна: 

tU
d

a
tda

d

U
V

E
WЭ ωπεωπεε 22

0

2
022

2

2
00

2
0 cos

2
cos

22

⋅=⋅==  ,Дж.       (1.38) 

 Магнитную энергию определим по формуле: 

∫=
V

М
dV

H
W

2

2
0µ

.                                 (1.39) 

  Напряжённость магнитного поля определим из закона полного тока (1.1)      

         ∫ ∂
∂επ∫ =

∂
∂=π⋅=

L
0

2

S t

E
rSd

t

D
r2HldH

r
r

rr
,             tsin

d2

Ur
H

0
ωωε−= . 

Подставив значение напряжённости магнитного поля в (1.39), получим: 

=






∫ ∫ α⋅⋅ω⋅







 ωεµ
=

πa

0

2

0

32

2

000
м

)ddrrdtsin
d2

U

2
W

tsin
2

aU

d42

1
tsin

4

d2а
d2

U

2
2

22

0

22

002
42

000 ω








πωεµ
=ω⋅π








 ωεµ
= , Дж.   (1.40) 

Предлагается самостоятельно разобраться во втором и третьем вопросах. 

   Задача № 23 

Ток в среде распределен с плотностью j0 (рис. 

1.11) и опыт показывает, что с приложением посто-

янного магнитного поля =H , появляется дополнитель-

ная составляющая плотности тока, определяемая ра-

венством.    [ ]=⋅= HEkj /
rrr

 ,                                                                                          

(1.41) 

где k - постоянная Холла. Это явление называют эффектом Холла. 

Рис.1.11 
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Найти связь между током 0jjj
rrr

+′=  и напряженностью E в случае наличия 

эффекта Холла. 

Решение.  Известна формула прj Eσ=
rr

. Примем H
r
направленным вдоль оси z. 

Напряженность электрического поля запишем по составляющим        

0

z

0

y

0

x
zEyExEE
rrrrr

⋅+⋅+⋅=  

Плотность тока в произвольной точке образца будет равна 

0
jjj
rrr

+′= ,          [ ] [ ]°+σ=+σ= == z,EkHEHEkEj
rrrrrrr

. 

Это эквивалентно трем скалярным уравнениям 

yxx
EkHEj =+σ= ;        )EHk(Ej

xyy =−+σ= ;        zz Ej σ= .  Откуда удель-

ная проводимость среды, при эффекте Холла, выражается тензором:                                     

















−= =

=→←

σ
σ

σ
σ

00

0

0

kH

kH

. 

Плотность тока и напряженность поля не параллельны, т.е. прj Eσ
←→

=
r

. 

 

   1.4 Задачи для самостоятельного решения 

  1.1. Может ли вектор )yyx5x(BB 00
0

rrr
+=   быть вектором магнитной ин-

дукции? Почему вектор магнитной индукции непрерывен всегда? 

Ответ: В таком виде поля B
r

 в природе нет. 

1.2. Какова напряженность магнитного поля на расстоя-

нии 10см от центра прямолинейного круглого провода радиуса 

0,5 см, по которому протекает постоянный  ток I= 2А (см. рис 

1.12). 

Ответ:  м
А3,3H =α . 

1.3. Электронный поток в электроннолучевой трубке имеет радиус 

а=2,5мм (а<< L -длины трубки), объемную плотность заряда ρρρρ=27⋅10-8 Кл/м3, 

движется со скоростью V=1,76⋅107 м/с.  Чему равен ток переноса в трубке? 

Рис.1.12 
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Рис.1.13 

Ответ: I=93,26 мкА. 

1.4. Какова величина напряжённости магнитного поля в середине между 

двумя параллельными, бесконечно протяженными провод-

никами, по которым    текут одинаковые по величине, но 

противоположные по направлению постоянные токи?  Рас-

стояние между проводниками 2a. (рис.1.13)?                                                         

Ответ:  
a

I
Н

π
= . 

1.5. Вектор электрического смещения задан в пространстве в виде 

0
2

x
2
x

D
rr

=  Чему равен заряд в кубе с ребром а, если начало координат совмеще-

но с вершиной куба, а оси  х, у ,z  совпадают с его ребрами? 

Ответ: 
2

4a
q =   Кл 

1.6. При каких условиях выполняется равенство [ ] 0Hrdiv =×
rr

, где                

r
r

- радиус вектор, H
r

 вектор напряженности  магнитного поля? 

      Ответ:    когда j
 пол 

=0. 

1.7. Вектор напряженности электрического поля задан 

tcos)xyyx(EE 00
0

ω−= rrr
. Является ли заданный вектор E

r
вектором   электро-

магнитного поля? Определить вектор магнитной индукции. 

    Ответ: B
r

 =0 

1.8.  В сферическом объёме радиуса R  равномерно распределён гармони-

чески изменяющийся заряд с объёмной плотностью    ρ=1cosω t. Чему будет 

равен ток проводимости, связанный с этим зарядом?                                                            

 Ответ: Iпр= 3

3

4
Rπ ω sinω t. 

1.9. Чему будет равно время релаксации объёмного заряда  ρ=0,0003 

Кл/м 3 , помещённого в среду с   rε =4    и     σ =10 См/м и  как изменится время 

релаксации, если проводимость среды будет равна бесконечности?  
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  Ответ:    
π

=
−

9

10
t

10

 с 

1.10.  Имеются две полубесконечные среды  (рис. 1.14) с параметрами:    

;

0

00

0

;

z1

1x

201

















εε
ε

εε
=εε=ε  поверхностных зарядов на 

границе нет. Задано 
1z

0

1y

0

1
EzEyE

rrr
+= . Определить 

вектор 
2

D
r
во второй среде.  

Справка: Задача решается с использованием граничных условий  и мате-

риальных уравнений.  

Ответ: Вектор z10

0

y1

0

z1
z

010

2
EzEyExD ε+ε+

ε
εε

= rrrr
. 

1.11. Вектор D
r
направлен под углом 45о к гра-

нице раздела  двух сред, диэлектрические проницае-

мости которых  относятся как  
3

1

2

1 =
ε
ε

. Опреде-

лить угол   между  D2    и границей раздела  (рис 1.15) 

Ответ: α=30о 

1.12. В полом металлическом объеме, заполненном воздухом (рис. 1.16), 

существует электромагнитное поле, представленное векторами EzE 0
rrr

=  и  

0 0
x yH x H y H= +

r r r , где проекции векторов имеют вид: 

ty
b

x
a

EE yz ωππ
cossinsin

0
−= , 

ty
b

x
a

HH xx ωππ
sincossin

0
−= , 

tx
a

y
b

HH yy ωππ
sinsincos

0
= . 

Найти поверхностный заряд на внутренних металли-

ческих стенках объема и токи, протекающие по его 

боковым стенкам.   При каких значениях коорди-

Рис.1.14 

Рис.1.15 

Рис.1.16 



 37

нат х  и  у   компоненты  напряженности магнитного поля xH  и yH   максималь-

ны? 

Ответ:  zz ED 0εξ == ,   виуприHj xz ,0== , .,0 aихприHj yz ==   

1.13. В некотором объеме свободного пространства имеются: электри-

ческое поле )м/В(y10E 0r
r

=  и магнитное поле )м/А(x15H 0r
r

= . Заряд q= 910− (Кл) 

влетает в этот объем со скоростью )/(1060 смzV
rv

= . Определить силу, дейст-

вующую на заряд, и её направление.  

Ответ: )Н(y1084,28FFF 9
мэ

°⋅=+= − rrrr
. 

1.14.Задан вектор электрического поля xsintcosEzE
0

0r
r

= . Определить 

векторы B
r

 и H
r

.     

Ответ: tx
E

yH
B

HtxEyB
аа

sincos     ;sincos 0
000 µµ
rr

r
rrr

=⇒== . 

1.15. Определить ЭДС, возбуждаемую в рамке потоком вектора 

tcosHB
00

ωµ=
rr

.  Направление вектора H
r

 показано на рис. 1.17. Среда-воздух.                  

Ответ:   2

00
atsinH

2

1
Э ⋅ωµ= .                                            

1.16. Внутри полого металлического шара радиуса 

a=20 см распределен заряд с объёмной плотностью ρ=3·10-7 

Кл/м3. Определить поверхностную плотность заряда на 

внутренней поверхности шара. 

Ответ:   2·10-8 Кл/м2. 

1.17. В соленоиде без сердечника, содержащем  N=1000 витков, при уве-

личении силы тока  магнитный поток увеличился на 2 мВб. Определить сред-

нюю ЭДС самоиндукции, возникающую в соленоиде, если изменение силы тока 

произошло за 1 с.                           

Ответ: 2 В. 

1.18.  Три параллельных проводника с одинаковыми токами проходят че-

рез вершины равностороннего треугольника, плоскость которого перпендику-

Рис.1.17 
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лярна проводам. Сторона треугольника равна  а . Чему равно 

магнитное поле в середине одной из сторон (например, точка 

М)? 

           Ответ:                 
3

2

a

I

π
 

1.19.  В любой точке пространства, где существуют только токи прово-

димости  и токи смещения H grad r t==== ψ( , ) , где ψ-произвольная функция     r  и t. 

Что можно сказать о векторе Е? 

Ответ:   Е- экспоненциально убывает во времени    

1.20.   Вычислить div[[[[ ]]]]r E, , где 
r

r
E

⋅
⋅=

πε
τ
2

0rr
-вектор напряженности электри-

ческого поля, не зависит от времени , а r-радиус-вектор точки.  

             Ответ:    0 

1.21.  Какой вид имеет система уравнений электромагнитного поля, не 

зависящего от времени в проводящей среде без сторонних токов и зарядов? 

       Ответ:        ;0;0;0; ==== BdivDdivErotHrot прδ  

1.22.    На границе (плоскость XZ) раздела двух сред векторы D1   и  D11 

имеют вид   ε⋅++= )452( 0001 zyxD   ;   000011 )854( ε⋅++= zyxD    .    Опреде-

лить напряженности электрического поля  в этих средах. С какими средами, с 

точки зрения материальных уравнений, мы имеем здесь  дело? 

Ответ: )452( 0001 zyxE ++=
r

 )854( 0002 zyxE ++=
r

. Обе среды анизотропные.  

1.23.  Какое физическое толкование может быть дано уравнению 

°= zHrot 10 ? 

Ответ:   Вихревое магнитное поле Н возбуждено током, плотность кото-

рого 10А/м2 и направление вдоль оси z; 

1.24.   Определить плотность поверхностного заряда на границе раздела 

двух сред, при следующих условиях: ε1=ε0  ;  ε2=4ε0   ; Еп2=2Еп1=36π В/м ; 

ε0=(1/36π)·10-9  Ф/м. 

Ответ:  ξ=-2·10-9 Кл/м2    

Рис. 1.18 
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1.25.      Пучок электронов, излучаемый катодом в  приборе СВЧ, имеет 

вид цилиндра с радиусом а,  обладает скоростью V0  и плотностью объёмного 

заряда ρ0. Чему равна напряженность  магнитного поля внутри и вне пучка? 

 Ответ:  Нвнутр=ρ0V0
2r/2 ;   Нвне=ρ0V0a

2/2r   

1.26. В идеальном диэлектрике (σ=0) задано распределение вектора 

H x y t= 0 sin cos .   Определить вектор E  этого поля. 

Ответ:    tyzE sincos
1

0 ⋅= r

ε  

1.27. К неоднородному диэлектрику с параметром  2
0 )1( x+= εε   прило-

жено электрическое поле 00 zExEE zx

rrr
+= . Какое выражение будет у вектора 

электрического смещения? 

Ответ: ( 00 zExEE zx

rrr
+= )·ε0·(1+х)2= D

r
. 

1.28.  Определить циркуляцию вектора B
r

 по контуру с координатами (0, 

0); (0, 1); (1, 1); (1, 0), если плотность тока проводимости xyjj пр 0

rr
= , 

плXOYj ⊥0

r
; плотность тока смещения 0=

∂
∂

t

D ; µ = 3µ0. 

Ответ:  0.75µ0 

1.29. Определить циркуляцию векторов  H  по контуру (0, 0); (0, 1); (1, 

1); (1, 0), если объемная плотность тока проводимости 0=прj
r

, а вектор электри-

ческой индукции 
x

xty
DD

sin
0

rr
= .                      Ответ: tcos5,0 ⋅  

1.30. Квадратная рамка со стороной а = 1 находится в поле tHH ωsin0= . 

Магнитная проницаемость среды µ = µ0. Плоскость рамки H⊥ . Определить 

э.д.с., наведенную в рамке.      

      Ответ: tHЭ ωωµ cos00 ⋅−=  
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1.31. Дано xExE 0= . Доказать, что для переменных во времени полей в 

однородной изотропной среде без свободных токов и зарядов векторы взаимно 

ортогональны, т.е. HE ⊥ . Считая zjzj 0=
r

, показать, что jH
r

= . 

              1.32. Сфера радиуса а имеет заряд с объемной плотностью 

θρρ sin
2

2

0 ⋅=
a

r . Найти полный заряд сферы Q.                 Ответ: 
5

32a
Q

ρπ=  

          1.33. В однородном магнитном поле с напряженностью H  вращается 

прямоугольная плоская рамка со скоростью ω = 2πf. Стороны рамки а и в, 

число витков N, магнитная проницаемость среды µа = µ0, f - число оборотов в 

секунду. Вычислить э.д.с. в рамке. 

               Ответ: ntsinHaвnNЭ πµπ 22 0−= . 

             1.34. Напряженность поля в некоторой области меняется по закону 

x

a
EE ax = ; 0=yE ; 0=zE ; [ ]bax ,∈ . Найти объемную плотность заряда в данной 

области, если εа = ε0. 

               Ответ:  4.9. 002
E

x

a ερ −= . 

             1.35. Задано поле вектораD : 







⋅=
r

r

a
r

D
3

3

κ
κ

при

при

,

,

≤∝≤
≤≤

ra

ara
      где r  - радиус-вектор. 

Найти распределение зарядов, образовавших такое поле. 

            Ответ κρ 3=  при ar ≤≤0 ; 0=ρ  при ∞≤≤ ra . 

             1.36. В некоторой области с диэлектрической проницаемостью ε задано 

поле ( )2
0

2
0 yyxxE += κ .  Вычислить плотность объемного заряда. 

         Ответ:   ( )yx += κρ 2  

   1.37. По рамке с размерами a×в, расположенной на расстоянии r от пря-

молинейного бесконечного проводника, протекает ток  I = I 0 cos ωt. Вычислить 

величину электродвижущей силы в проводе. 

          Ответ:   tsin
r

ar
nI

в
Э ω

π
ωµ ⋅+⋅= l0

0

2
. 
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           1.38. По границе раздела сред протекает поверхностный ток Sηr . В первой 

среде 0=H . Определить магнитное поле во второй среде вблизи поверхности. 

            Ответ :    Sηr /2           

           1.39. Среды разделены заряженной поверхностью, и в одной из них поле 

отсутствует. Каково электрическое поле в другой среде, если поверхностная 

плотность заряда ξs, а диэлектрическая проницаемость второй среды ε2. 

          Ответ:  Е= ξs/(2εr2) 

            1.40. Какие из представленных магнитных полей при µ - const удовле-

творяют уравнению Максвелла, т.е. могут быть реализованы? 

tytxxH ωω cos3cos3 00
1

rrr
−= ; 

tyxtxyH ωω cossincoscos 00
2

rrr
−= ; 

tyytxxH ωω cos3cos6 200
3

rrr
−= . 

            Ответ:  Второе поле 

            1.41. Чему равен и как направлен вектор плотности тока проводимости 

прj
r

, если ExE 0r
r

= , а   
















=
0

0

0

02

01

21

σσ
σσ
σσ

σ . 

            Ответ: )( 0
2

0
1 zyEj

rrr
σσ += , в плоскости ортогональной плоскости x=const. 

            1.42. Под каким углом расположены векторы E
r
 и D

r
, если 0

0EzE
rr

= ,  

а относительная  диэлектрическая проницаемость среды 
















=
∧

00

00

ε
εεε

ε
ε ? 

            Ответ: Под углом 90о 

1.43.Электрон,  летящий вдоль оси Z со скоростью V = 106 м/с, попадает 

в зону, где одновременно существуют стационарное электрическое и магнитное 

поля, имеющие вид: xaExE =  и yByB 0= , где Еx = 1 103 В/м;  

Вy = 4мТл.    Определить величину силы, воздействующей на электрон. 

            Ответ: F=e·3·103, H. 
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2. ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ 

 

В данном разделе рассматриваются темы 

1. Электростатические поля, создаваемые  заряженными телами.  

2. Краевые задачи электростатики. 

3. Силы, действующие в электростатических  полях.  

Электростатическое поле описывается системой дифференциальных и 

интегральных уравнений, которые являются частным случаем общих уравне-

ний Максвелла (1.1)÷(1.6) в предположении, что создающие  его заряды не за-

висят  от времени и не перемещаются в пространстве. 

Интегральные уравнения: Дифференциальные уравнения: 

0ldE
e

=∫
rr

;              (2.1) 0Erot =
r

;                   (2.1а) 

∫ ∫ =ρ=
S V

qdVSdD
rr

;        (2.2)     ρ=Ddiv
r

                  (2.2а) 

                                  материальное уравнение  ED
rr

ε=                              (2.3) 

 

2.1. Электростатический потенциал.   Уравнения для потенциала.  

Поля, создаваемые заряженными телами 

Непосредственно из уравнений Максвелла  ( 0Erot =
r

) следует, что элек-

тростатическое  поле является потенциальным,  следовательно, его силовые ли-

нии начинаются и оканчиваются на зарядах и вектор напряженности электриче-

ского поля является градиентом потенциала. 

ϕgradE −=
r

,   l
rr

dE
М

M

i ∫=−
2

2

1

ϕϕ .              (2.4) 

Уравнение (2.2а) с учетом (2.3) принимает вид ρε =Ediv
r

. 

Подстановка E
r

 в форме градиента потенциала в уравнение (2.2а) приво-

дит к уравнению Пуассона, которое является основным уравнением для нахож-

дения потенциала 

  ρϕε −=)( graddiv   .                                     (2.5) 
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Для однородной среды уравнение Пуассона принимает вид   

ερϕϕ /2 −=∇=divgrad .                                                                   (2.6) 

Для неоднородной среды, при равенстве нулю  объёмного заряда урав-

нение  Пуассона преобразуется в уравнение Лапласа. 

                                    0)( =ϕε graddiv                                          (2.7) 

Для однородной  среды  уравнение Лапласа имеет вид  0=ϕgraddiv  

Уравнения Пуассона и Лапласа дополняются граничными условиями  с 

разными типами границ:  

Диэлектрик- Диэлектрик (Д-Д): Диэлектрик-Металл (Д-М): 

1.                 21 ϕϕ =                         (2.8) 1.             const=ϕ                         (2.8а) 

2.     ξϕεϕε =+−
dn

d

dn

d 21
2

1
1            (2.9)                      

dn

d

dn

d 2
2

1
1

ϕεϕε =  , при 0=ξ              (2.9а) 

2.            ξ
ϕ

ε =−
dn

d
1                   (2.9б) 

В этих соотношениях нормаль направлена в первую среду. 

Уравнения Пуассона и Лапласа применяются для решения краевых за-

дач, в которых на электродах, расположенных в диэлектрике, заданы потенциа-

лы или заряды и требуется определить распределение потенциала или распре-

деление электрического поля в этом диэлектрике.  

Существует широкий класс задач, в которых требуется определить поле 

по известному распределению зарядов. При решении  таких задач  большое 

значение имеют понятия: точечный заряд и заряженная нить. 

   Точечным зарядом можно считать заряд  q, расположенный на теле, 

линейными размерами которого можно пренебречь. 

  Под заряженной нитью понимают  бесконечно длинный и тонкий про-

водник, имеющий линейную плотность заряда τ . 

Если заряды распределены в пространстве дискретно  или непрерывно,  

то в некоторой точке суммарному заряду соответствует суммарный потенциал. 

На  этом основан принцип суперпозиции, согласно которому решение уравне-

ния Пуассона для заданного распределения заряда имеет вид: 
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Напряженность электрического поля и потенциал, создаваемые точеч-

ным зарядом, равны      
2

0

4 r

qr
E

πε
⋅=

r
r

    и        
r

q

πε
ϕ

4
= ,                           (2.14) 

где r – расстояние от заряда до точки наблюдения.  

Напряженность электрического поля и потенциал, создаваемые заря-

женной нитью  определяются из формул                            

r

r
E

πε
τ

2

0 ⋅=
vr

       и            Cr +−= ln
2πε

τϕ .                                        (2.15) 

здесь r – расстояние от нити до точки наблюдения.  

2.2. Энергия электростатического поля.    Емкость.  

Силы в электростатическом поле 

Энергия электростатического поля может быть определена интегриро-

ванием объемной плотности энергии электрического поля 2

2

1
ЕwE ε=  по объёму   

∫=
V

ээ dVwW .                    (2.16) 

Формулы для расчета  энергии электрического поля, соответствующие 

случаям (2.10)÷(2.13), приведены ниже:  

∑
=

=
n

i
iiE qW

12

1 ϕ ,   ∫=
V

E dVW ρϕ
2

1
,  ∫=

S

E dsW ϕξ
2

1
 ,  ∫=

l

E dW lτϕ
2

1
.          (2.17) 

для распределенного объемного 

заряда  
∫
ρ

πε
=ϕ

V r

dv

4

1
 

 

(2.10) 

для заряженной нити  
∫
τ

πε
=ϕ

l r

dl

4

1
 

 

(2.11) 

для поверхностных зарядов 
∫
ξ

πε
=ϕ

S

dS
r4

1
 

 

(2.12) 

для n точечных дискретных заря-

дов 
∑

πε
=ϕ

=

n

1i
i

i

r

q

4

1
 

 

(2.13) 
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Емкость системы,  состоящей из двух  разноименно заряженных про-

водников, определяется как отношение заряда на одном из проводников к раз-

ности потенциалов между ними     
21 ϕϕ −

= q
C                                             (2.18) 

Сила,  действующая на точечный заряд q, помещённый в электростати-

ческое поле, равна         EqF
rr

=                                                                (2.19) 

Сила взаимодействия двух точечных зарядов q1  и  q2 ,  отстоящих на  рас-

стоянии   r12   друг от друга, определяется с помощью закона Кулона 

2
12

210

4 r

qq
rF

πε
rr

=  .         (2.20)  

Сила, действующая на заряженную поверхность при  равномерно распре-

делённом заряде со стороны внешнего поля E
r

, определяется с помощью соот-

ношения  

ESF
rr

⋅⋅= ξ ,                                               (2.21) 

где S-площадь заряженной поверхности. 

 

2.3 Примеры расчета электростатических полей 

Однородные задачи электростатики  это такие задачи, в которых потен-

циал зависит только от  одной координаты. Примерами могут служить: плоский 

конденсатор, краевыми эффектами в котором можно пренебречь, цилиндриче-

ский конденсатор, длина которого значительно превосходит его диаметр, сфе-

рический конденсатор. 

 Задача №1 

Две плоские металлические пластины разделе-

ны тонким слоем однородного диэлектрика толщиной 

d с диэлектрической проницаемостью ε  . На верхнюю 

пластину подан потенциал U, нижняя пластина зазем-

лена (конденсатор) (рис. 2.1). Найти распределение 

потенциала между пластинами, напряженность поля Рис.2.1 
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E
r

, вектор электрического смещения D
r

, заряд на одной из пластин конденсато-

ра  q, емкость С. Линейные размеры пластин  много больше размера    d    . 

Решение 

Выбираем прямоугольную систему координат, в которой ось у перпен-

дикулярна поверхности пластин. В этом случае, можно считать потенциал ϕ  

зависящим только от координаты у. Решение проводим с помощью уравнения 

Лапласа (2.7) с применением граничных условий для потенциала  на границе  

Д-М (2.9).  

Уравнение Лапласа  для данной задачи будет иметь вид  0
2

2

=
dy

d ϕ  , а его     

решение BAy+=ϕ , где A  и B  неизвестные постоянные подлежащие определе-

нию. Для их определения используем два граничных условия:    

а) при  0=y   0=ϕ ;      б) при  у = d      ϕ =U. 

 В результате  получим 0=B , 
d

U
A =        и  выражение потенциала     y

d

U=ϕ . 

Как следует из решения,  потенциал линейно возрастает от 0 до U   при 

изменении координаты y от 0 до d.   

Напряженность  и индукция электрического  поля определяются  форму-

лами       
d

U
y

dy

d
ygradE 00 rrr

−=−=−= ϕϕ ,  
d

U
yD ε0r

r
−= .                                             (2.22) 

Поверхностная плотность заряда определяется из граничных условий:   на верх-

ней (нормаль направлена против оси у) 

пластине при у=d    
d

U

dy

d

dn

d εϕεϕεξ ==−= , 

на нижней  пластине (нормаль и орт 0y
r  

одинаково направлены) при  у=0   полу-

чим     
d

U
D

dy

d
n εϕεξ −=−=−= . 

Заряд на верхней  пластине конденсатора Sq ξ= , 

емкость конденсатора    
d

S

U

q

UU

q
C

ε
==

−
=

21

.   

Рис. 2.2. 
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На рисунке 2.2 изображено: распределение электрических зарядов на по-

верхностях электродов и однородное электрическое поле между пластинами. 

Задача №2 

Сохраним условие задачи №1, но диэлектрическая среда пусть будет не-

однородной , т. е.      
y

0
eαε=ε . 

Решение: 

 Для решения данной задачи следует воспользоваться уравнением   Лап-

ласа  0=ϕε graddiv , записав его в виде  0)
dy

d
e(

dy

d y
0

=ϕε α   .   Интегрируя первый 

раз, получаем     0
y d

e A
dy

α ϕε ⋅ ⋅ = .  Разделяя переменные и интегрируя второй 

раз, получаем потенциал   Be
A

dye
A уy +−== −−∫ αα

αεε
ϕ

00

.    Неизвестные по-

стоянные  А  и  В могут быть определены  из граничных условий 

1. при 0=y    0=ϕ , откуда     αε 0

A
B +=      ⇒     )1(

0

ye
A α

αε
ϕ −−= . 

2. при dy =    U=ϕ  откуда     )1(
0

de
A

U α

αε
−−=     ⇒

)1(
0

de

U
A α

αε
−−

= . 

Окончательно,          d

y

e

eU
α

α

ϕ −

−

−
−=

1

)1(
. 

 Напряженность электрического поля (2.22) в конденсаторе d

y

y e

eU

dy

d
E α

ααϕ
−

−

−
=−=

1
,   

вектор электрического смещения между пластинами y
d

e
e

U
ED α

α
αεε −

−−
==

1
0

rr
.  

Ёмкость конденсатора определяется с помощью формулы -    
U

q
C = . 

Заряд пластины  при у=0  равен dу e

US
SDSq α

αεξ −= −
===

1
0

0 ,  следовательно,   

С=
de

S
α

αε
−−1

0 . 
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Задача №3 

 К условиям задачи №1 добавим, что между пластинами в диэлектрике 

находится заряд с объемной плотностью ρ.  

Решение  

В этом случае необходимо использовать уравнение Пуассона (2.6),   из 

которого   путём интегрирования   определяется         Aydy
dy

d +−=−= ∫ ε
ρ

ε
ρϕ , 

а затем потенциал          ∫ ++−=+−= BAy
y

dyAy
ε

ρ
ε
ρϕ

2
)(

2

. 

Удовлетворяя граничным условиям, которые остаются прежними, получим 

В=0,      
d

dU
A

2

2ε
ρ+

= . 

Окончательное выражение для потенциала имеет вид   y
d

U
yyd +−⋅= )(

2
2

ε
ρϕ .     

Подставляя потенциалы на плоскостях,  получаем, что граничные условия удо-

влетворяются.  Напряженность электрического поля  из (2.4) имеет вид 

])2(
2

[
d

U
ydEУ +−−=

ε
ρ . 

Легко построить (при необходимости) графики зависимостей )(yϕ  и Е(у) при 

заданном отрицательном и положительном объемном заряде.  

Задача №4 

Между пластинами плоского кон-

денсатора расположены два слоя диэлек-

трика с проницаемостями  ε1 и ε2 . Разме-

ры слоев показаны на рисунке 2.3. Опре-

делить потенциал, напряженность поля и  

емкость конденсатора. 

Решение  

Пространство между пластинами разбиваем на две области: область Ι с 

диэлектриком, имеющую диэлектрическую проницаемость ε1 и область ΙΙ, 

Рис. 2.3 
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имеющую диэлектрическую проницаемость ε2.  Для каждой из областей запи-

шем уравнение Лапласа, т.к. ρ=0 и его решение. 

Для первой области  0
2

1
2

=
dy

d ϕ
,   BAy+=1ϕ .                      

Для второй области      0
2

2
2

=
dy

d ϕ
,   DCy+=2ϕ . 

Для определения четырех неизвестных констант А, В, С, D нужно ис-

пользовать четыре граничных условия:  

 При y=0    При y=b При y=d При y=d 

   0=1ϕ    = U2ϕ  21 ϕϕ =  
dy

d

dy

d 2
2

1
1

ϕεϕε =  

  
В результате для нахождения постоянных А, В, С, D  получена система: 

1) 













+⋅=Β+ ⋅Α    
 =Α

+⋅=
+⋅=

DdCd

C    

DbC    U

B0A0     

21 εε  

Решение системы уравнений позволяет  определить  константы А, В, С, D 

0=B ,   })1/(/){/( 1212 bdUA +−= εεεε ,  })1/(/{ 12 bdUC +−= εε , 

})1/(/{))1/(( 1212 bddUD +−−= εεεε . 

Потенциалы в областях имеют вид и удовлетворяют граничным  условиям: 

 Для первой области:   })1/(/{)/( 12121 bdyU +−⋅⋅⋅= εεεεϕ    при y=0   ϕ1=0. 

Для второй области: })1/(/{))1/(( 12122 bdydU +−+⋅−⋅⋅= εεεεϕ  при y=b   ϕ2=U. 

 Напряженность электрического поля в первой  и второй областях соответст-

венно  })1/(/{)/( 1212
1

1 bdU
dy

d
Ey +−−=−= εεεεϕ

; 

})1/(/{ 12
2

2 bdU
dy

d
Ey +−⋅⋅−=−= εεϕ

. 

Отношение  
1

2

2

1

ε
ε=

у

у

Е

Е
 или 21 уу DD = ,  что говорит о выполнении граничных 

условий  при y=d. 
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Емкость двухслойного конденсатора является последовательным соеди-

нением емкостей плоских конденсаторов 

dSC /11 ε= ,  )/(22 dbSC −= ε , )/( 2121 CCCCC += . 

Задача №5 

Определить потенциал ϕ, напряженность электрического поля E
r

 и вектор 

электрического смещения D
r

, двухслой-

ного коаксиального конденсатора длиной 

L.   Параметры диэлектриков и размеры 

конденсатора приведены на рис. 2.4. За-

ряд на поверхности внутреннего провод-

ника  конденсатора равен   q,   внешний 

проводник конденсатора заземлен.  

Решение 

Для данной задачи, потенциал конденсатора описывается уравнением 

Лапласа в цилиндрической системе координат (П1), в котором  из условий сим-

метрии по координатам α  и z, остается только одно слагаемое   

0
12 =

∂









∂
∂∂

⋅=∇
r
r

r

r

ϕ

ϕ . 

Общее решение этого уравнения   будет иметь вид (2/15) BrA += lnϕ , а 

для областей 1 и 2 запишется  в виде: 

111 BrlnA +=ϕ ; 21 RrR ≤≤   (2.23а)                         222 BrlnA +=ϕ ; 32 RrR ≤≤     (2.23б)                         

 

Напряженность электрического поля находим через градиент потенциала

                    
r

rgradE
∂
∂−=−= ϕϕ 0r

r
. 

Так как   ϕ    зависит только от   r,   то  вектор   E
r

   будет иметь  одну со-

ставляющую   Er :  

Рис. 2.4 
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r

A
E r

1
1 −= , 21 RrR <≤ ,         (2.24) 

r

A
E r

2
2 −= , 32 RrR ≤< .         (2.25) 

Для определения потенциала в данной, конкретной задаче необ-

ходимо определить неизвестные постоянные: A1,  A 2 , B1 , B 2 . 

Для  этого воспользуемся  четырьмя граничными условиями. 

при   r=R3  при    r=R1     при  r=R2  

1) 02 =ϕ  2) D 1r = ξ =q/(2πR1L) 3)D 1n =D 2n ,  4) 21 ϕϕ =  

 

Здесь ξ -поверхностная плотность заряда  на внутренней поверхности  

проводника конденсатора длиной L. 

Используем первое граничное условие: 

0BRlnA 2322 =+=ϕ , откуда получим          232 ln BRA =−  и, следова-

тельно, 
3

22 ln
R

r
A−=ϕ  

Из второго  граничного условия 

При  r = R1,  LR

q

R

A
ED rr

11

1
1111 2π

εε =−== ,        откуда    
L2

q
A

1
1 πε

−= =-ξ . 

Выражение (2.23а) для потенциала 1ϕ  будет иметь вид                

1
1

1 ln
2

Вr
L

q +−=
πε

ϕ  

Используем третье граничное условие  Dr1 =Dr2   при r=R2 (2.24) и (2.25)  

2
2

2
1

2

1

R

A

R

A ε−=ε− ,     откуда зная  А1 получим      
L2

q
AA

22

1
12 πε

−=
ε
ε=  

Теперь можно полностью записать потенциал второй области 

32
2 ln

2 R

r

L

q

πε
ϕ −= . 

Для нахождения постоянной В1 и получения выражения потенциала  1ϕ  , 

используем четвёртое граничное условие 21 ϕϕ =  при r=R 2  
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3

2

2

ln
2 R

R

L

q

πε
− = 12

1

ln
2

ВR
L

q +−
πε

, откуда 







+=

2

3

2
2

1
1

11

2 R

R
nnR

L

q
B ll

εεπ
. 

Откуда потенциал    







+=

2

3

2

2

1
1

11

2 R

R
n

r

R
n

L

q
ll

εεπ
ϕ . 

Таким образом, основная часть  задачи решена - потенциалы 1ϕ  и 2ϕ  

определены полностью 









+=

2

3

2

2

1
1

11

2 R

R
n

r

R
n

L

q
ll

εεπ
ϕ     ,     

r

R

L

q 3

2
2 ln

2πε
ϕ = . 

Из их сравнения  следует, что потенциал непрерывен (одинаковые значе-

ния) на границе раздела Д-Д  при  r=R2   

Далее запишем выражения для Еr1, Е 2r ,  D 1r ,  D 2r . 

Lr

q
Er

1
1 2πε

= ,       
Lr

q
Dr π21 = . 

Lr

q
Er

2
2 2πε

= ,         
Lr

q
Dr π22 = . 

Перейдём от двухслойного конденсатора к однослойному,  для чего по-

ложим ε1 = ε2 = ε,   тогда    ,ln
2 1R

r

L

q

πε
ϕ =    

Lr

q
rE

πε2
0r

r
= . 

Задача №6 

В сферическом конденсаторе с радиусами оболочек  R1 и R2, заполнен-

ном воздухом, на внешнюю оболочку подан потенциал U, внутренняя  оболоч-

ка заземлена. Определить потенциал ϕ, напряженность электрического поля E
r

, 

вектор электрического смещения D
r

, заряд q, ёмкость C. 

Решение 

 В уравнении Лапласа  (2.6) 02 =∇ ϕ  для сферического конденсатора, 

обладающего угловой симметрией  производные 0=
∂
∂=

∂
∂

αθ
, поэтому оно запи-
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сывается  0)(
1 2
2

=
dr

d
r

dr

d

r

ϕ .  Откуда  
dr

d
r

ϕ2  =A. Интегрируя , получим выражение 

для потенциала      ∫ +==

                           

BA/r- dr  
r

A

 

2
ϕ . 

Для определения констант А и В используем граничные условия 

 При 1Rr =   0=ϕ  , откуда        
1R

A
B =  

 При 2Rr =    U=ϕ     ⇒       )/( 1221 RRRURA −=  

Следовательно:      
rR

Rr

RR

RUR

1

1

12

21 −⋅
−

=ϕ  . 

Легко убедиться, что граничные условия удовлетворены.  ϕ = U при r=R2  и ϕ = 
0 при r =R1. 

Напряженность электрического поля внутри конденсатора Е r = 2
12

21 1

rRR

RUR

dr

d

−
−=− ϕ ,  

а вектор электрического смещения      Dr = rE0ε = 
2

12

21
0

1

rRR

RUR

−
− ε . 

Поверхностная плотность заряда на внутренней оболочке 
112

2
0

1

RRR

UR
Dr ⋅

−
−== εξ . 

Заряд конденсатора q= 2
14 Rπξ , ёмкость  

12

12
0

4

RR

RR

U

q
C

−
==

πε     

Задача №7  

В цилиндрическом объёме задан  потенциал  42 2 −⋅= rϕ .    Определить  

объёмную  плотность  заряда,  создающего  это  поле.  

Решение  

Чтобы  по заданному в пространстве закону распределения по-

тенциала  

 ϕ (r,α,z)   найти  объёмный заряд, создающий это поле, необходимо 

использовать уравнение Пуассона  (2.6). 

В нашем случае поле зависит   только  от  r, поэтому в уравнении Пуас-

сона записанного в цилиндрической системе координат  оставляем  слагаемое, 

зависящее только от координаты r.  

0

1

ε
ρϕ −=








∂
∂

∂
∂

r
r

rr
    .                                       (2.26) 
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Последовательно дифференцируя выражение потенциала, найдем  объемную 

плотность заряда 

( )
0

r4r
rr

1

ε
ρ−=

∂
∂

,      
0

8

ε
ρ−=

r

r
,    08ερ −= . 

Примером  применения уравнения Пуассона является хорошо известная в 

электронике задача о нахождении распределения объёмного заряда между ка-

тодом и анодом  электронно - лучевой трубки. 

Задача №8 

Из плоского катода К вылетают электроны в направле-

нии плоского анода А. Расстояние между электродами d много 

меньше их размеров. Катод заземлён, на анод подан потенциал 

U. Потенциал электрического поля между электродами меня-

ется по закону  3
4

kx=ϕ ,     здесь k –const (рис. 2.5). 

Определить распределение  объёмного заряда  между электродами и  по-

верхностный заряд на электродах. 

Решение  

Для определения объемной плотности зарядов   ρ  в области между элек-

тродами следует использовать уравнение  Пуассона.   

Потенциал зависит только от координаты х.    (краевыми эффектами пре-

небрегаем). Поэтому получим  

3
2

2

2

9

4
)(

−⋅⋅−=
∂
∂−= xk
x

x εϕερ .                             

Плотность поверхностных зарядов на катоде и на аноде определяется .  

граничными условиями (2.9) В нашем случае нормалью к катоду будет ось   х. 

Поэтому поверхностная плотность заряда на катоде будет 

ε
ξ−=

∂
ϕ∂

=0xx
;   0

3

4

0

3
1

0

=⋅⋅−=
∂
∂−=

== xx
к xk

x
εϕεξ . 

Аналогично нормаль к аноду противоположна направлению оси   x.   По-

этому для анода 

Рис. 2.5 
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3
1

3

4
dk

x dx
а ⋅⋅=

∂
∂=

=

εϕεξ .                                           (2.27) 

Попробуем разобраться, почему при   х → 0   объемная плотность заряда   

ρ(х) → ∞? 

Движение электронов от катода к аноду приводит к появлению тока  

переноса j
r

пер,  величина которого в любом сечении, параллельном плоскостям 

катода и анода, должна быть постоянной, и равной 

constVj пер ==
vr

ρ ,                                              (2.28) 

где    V
v

 – скорость движения заряда. Отсюда  V/1~ρ .                                                    

Вылетевший из катода электрон имеет скорость V
v

, близкую к нулевой. 

Поэтому вблизи катода ρ → ∞. По мере удаления от катода электрон разгоняет-

ся,   V
v

   растет и   ρ   непрерывно падает. Так как  энергия движущейся частицы 

ϕe
Vm

W ==
2

2
v

, то      ϕ~V
v

           и       2
1

~
−ϕρ , где ϕ -  потенциал в точке на-

хождения электрона с учетом влияния пространственного заряда.  

Проследим, как из решения данной задачи следует закон степени 3/2, свя-

зывающий ток и напряжение в плоском диоде. 

                     • ϕe
Vm =
2

2
v

,                 
m

e
V

ϕ2= ; 

• Vj ρ= ,         ϕεερ 23
2

9

4

9

4 −− −=−= xxk ; 

• Sx
m

e
VSI 







−⋅== − ϕεϕρ 2

9

42
. 

 Так как при x = d,  ϕ = U  и с ростом потенциала, ρ  уменьшается, а 

ток растет, выражение для тока  должна быть положительным. 

2
3

2

2

9

4
U

m

e
S

d
I ⋅=

ε
2

3
UG ⋅= ,  

где        .
2

9
4

2
constG

m

e
S

d
−=

ε
       G – называется первеансом.  
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Задача №9 

Определить потенциал и  напряженность электрического поля, созданно-

го точечным зарядом  q=1Кл в точке, удалённой от нёго  на расстояние r=1м. 

Относительная диэлектрическая проницаемость среды  rε =4.  

Решение 

Для точечного заряда (2.10). 

м
B

2510,2
4

109

44

10361

r4

q
E 9

99

2
−

−−

=⋅=
π

⋅π⋅=
πε

=
r

,      В1025,2
r4

q 9−⋅=
πε

=ϕ . 

 Определите, как изменятся потенциал и напряженность поля, если этот 

заряд будет находиться в воздухе? 

 

Задача №10 

Получите выражение в точке  М для потенциала 

ϕϕϕϕ , создаваемого  точечным  зарядом  q,  расположен-

ным  над идеально  проводящей  плоскостью на высо-

те h (рис. 2.6). 

Решение: 

Используем метод зеркального отображения и принцип суперпози-

ции.  Метод зеркального отображения заключается в том, что металличе-

ская поверхность заменяется зеркально отображенным зарядом  (–q). 

Согласно принципа суперпозиции, записываем выражение для  по-

тенциала в точке   М от двух зарядов:  

( ) ( ) a

q

a

q

a

q

a

q
qq πεπεπεεπ

ϕϕϕ
520

4

544
==−=+= − . 

 

Задача №11  

Определить напряженность электрического поля и потенциал  в точ-

ке М, расположенной в свободном  пространстве,  создаваемые тонкой ни-

тью,  на которой находится заряд с линейной плотностью τ =0,01 Кл/м.  

Расстояние от нити до точки М равно 1м.   

q 

M 
a 

2a 
h 

 
+ 

Рис. 2.6 
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Решение  

Электрическое поле  и потенциал в точках, удаленных  на расстояние r  

от  заряженной нити, определяются (см. задачу 5) формулами 

r

r
E

πε
τ

2

0rr
=   и  Kr +−= ln

2πε
τϕ . 

Подставляя численные значения, получим  77 101810
l2

36
E ⋅=

π
π=

r
  В/м;   

Потенциал можно однозначно определить, если задать координаты точки, в  

которой он равен нулю, например, при r= r1, ϕ=0 , тогда 

1ln
2

rK
πε
τ

=     и       
1

ln
2 r

r

πε
τϕ −=  =

1

7 ln1018
r

r⋅ , В. 

 Задача №12 

Над проводящей плоскостью, имею-

щей положительный заряд  ξ , на высоте h, 

параллельно ей  подвешен заряженный про-

вод с погонной плотностью заряда   +τ (рис. 

2.7). На какой высоте должен быть располо-

жен провод, чтобы сила,  действующая на 

него со стороны плоскости,  равнялась нулю?     

Решение  

             При решении используем метод зеркального отображения  для нити 

без учета заряда на плоскости и  принцип суперпозиции потенциалов, по-

лученных от 2-х зарядов и от плоскости.  

Для зарядов +ττττ и -ττττ потенциал в точке М не высоте h определяется выра-

жением   

)nRnR(
2 21м

ll −
πε
τ−=ϕ , где 22

1
r)zh(R +−=  а 22

2
r)zh(R ++= ,  

который  при r=0   принимает вид )()((
2

zhnzhnм +−−−= ll
πε
τϕ .     

Рис. 2.7 
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Поверхностный заряд, наводимый заряженной нитью на проводящей по-

верхности  при z=0    
hzh

zhzh

zz
Z π

τ
π
τϕεξ −=

+
++−⋅−=

∂
∂−=

=
= 22

0
0

)()(

2
. 

Чтобы сила, действующая на провод  была равна нулю, необходимо вы-

полнить равенство  
hZ π

τξξ == =0   откуда  высота подвеса должна быть 

равна    h=πξ
τ

. 

На основании этого закона, в следующей задаче находится сила, с ко-

торой проводящие плоскости действуют на точечный заряд. 

 Задача №13 

Найти силу, действующую на точечный заряд  

q, помещенный на расстояниях  a = 4 см   и   b = 3 см 

от двух проводящих полуплоскостей, образующих 

между собой прямой угол (рис. 2.8).  

Решение: 

Применяем метод зеркальных изображений. Отобразим зеркально заряд  

+q в проводящих плоскостях. Получим дополнительные заряды   (+q1),  (-q2),    

(-q3), как показано на рис. 2.9а, там же нарисованы электрические поля систе-

мы. Определяем силу, действующую на заряд q со стороны трех зарядов q1, q2, 

Рис. 2.8 

Рис. 2.9 
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q3 (направление силы от положительного заряда к отрицательному, рис. 

2.9,б).Согласно принципу суперпозиции на заданный заряд действуют 3 силы,  

результирующая сила - векторная сумма трех составляющих: 

                       
321

FFFF
rrrr

++= , 

где      F1 - сила взаимодействия между зарядами     +q1      и q;                                   

F2 сила  взаимодействия между зарядами     -q 2 и q;                                                  

F3 - сила  взаимодействия между зарядами     -q 3 и q.                                                

Находим расстояния r1, r2,  r3  между  зарядами  

r2 (-q2  - +q) = 2a= 8см,  r1(+q1 -  +q) = 22 44 ba + =10 см,   r3 (-q3  -  +q) =  2b=6 см       

 Представим силу 1F
r

 в виде проекций на оси х и у 

( ) ( )00
2

1

2

2
1

2
00

1 6.08.0
44

sincos yx
r

q

r

q
yxF

rrrrr
+=⋅+=

πεπε
αα  

Поскольку сила 2F
r
направлена против оси х, то проекция результи-

рующей силы на ось х будет равна 

0076.0
444

8.0 2

2
2

2

2
1

2

21 πεπεπε
q

r

q

r

q
FFF xx −=−⋅=−==  

Аналогично, определится проекция результирующего поля на ось у 

0218.0
444

6.0 2

2
3

2

2
1

2

31 πεπεεπεε
q

r

q

r

q
FFF yy −=−⋅=−==  

Величина результирующей силы составит 

0231.0
4

2
22

πε
q

FFF yx =+=  

 

Задача № 14 

Определите  энергию  электрического  поля,  запа-

сенную  в  объёме  цилиндра  радиуса  1=R М  и  длиной  

1=l м.  Ось  цилиндра  совпадает  с  осью  OZ (см. рис. 

2.10).  Потенциал  внутри цилиндра известен 22 yx +=ϕ ,[В/м2].  

Рис. 2.10 
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Решение 

Определим энергию  электрического  поля,  запасенную  в  объёме  ци-

линдра по формуле (2.17) ∫=
V

Э dVEW
2

2

ε
. Запишем заданный потенциал в 

цилиндрической системе координат 222 ryx =+=ϕ  и   элемент объема цилинд-

ра  dzrdrddV α= . Определим напряженность электрического поля как  

rrE 2−=∂
∂−= ϕ  Тогда  

∫ ∫ ∫ =⋅⋅== R l
Э lR

R
ldrrdzdrW

0

2

0 0
4

4
2

4

4
2

2
4

2
π πεπεαε

 

Ответ:  Для числовых значений  задачи  Wэ= ε⋅π .   

 

2.4  Задачи для самостоятельного решения  

2.1. Две плоские металлические пластины разде-

лены слоем однородного диэлектрика толщиной d с ди-

электрической проницаемостью ε.  На верхнюю пласти-

ну подан потенциал –U0, нижняя пластина заземлена. 

Найти потенциал φ между пластинами, напряженность 

поля E
r

, вектор электрического смещения D
r

, заряд на 

одной из пластин  q и емкость системы С. Линейные размеры пластин   a   и  b  

много больше размера    d  

Получить выражение  для потенциала между пластинами плоского кон-

денсатора, изображенного на рис. 2.11.  

Ответ:    0
0 Ux

d

U
−⋅−=ϕ . 

2.2.  Два бесконечно длинных металличе-

ских коаксиальных  цилиндра с радиусами   R1=1 

см , R2=2см, образуют конденсатор.  Пространство 

между цилиндрами заполнено воздухом. Опреде-

лите ёмкость конденсатора на единицу длины. 

Рис. 2.11 

Рис. 2.12 
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 Ответ: 0,08⋅10-9 Ф/м= 0,08 пФ/м. 

2.3. Два коаксиальных металлических цилиндра радиуса R1 и R2 разделе-

ны слоем диэлектрика с диэлектрической проницаемостью ε . На внешний ци-

линдр подан потенциал U, внутренняя пластина заземлена (рис. 2.12). Найти 

распределение потенциала ϕ   между цилиндрами, а также Е, D,ξ ,С. Краевыми 

эффектами пренебречь. 

Ответ: 
( )

( )
12

1

R/Rln

R/rlnU ⋅
=ϕ ,   ε =

rr
ED , ( )

12
r R/Rlnr

U

dr

d
E

⋅
−=ϕ−= , 

, Rr при   )R/R/(ln(
R

1
U

112
1

1
=ε−=ξ   

212
2

2
Rr при   )R/R/(ln(

R

1
U =ε−=ξ  

LRLRq 221 22 πξπξ ==  ,     )R/R/(ln(L2C
12

πε= . 

2.4. Определить емкость двухслойного (ε1, ε2) сферического конденсатора 

С, размеры которого R1, R2, R3 , причем R1<R2<R3. 

Ответ: 
21

21

CC

CC
C

+
⋅

= ,   
12

12
01

4

RR

RR
C

−
=

πε ,   
23

32
02

4

RR

RR
C

−
=

πε . 

2.5.  Внутренняя поверхность полусферы имеет положительный заряд q. 

Чему равен потенциал в центре полусферы? 

  Ответ:      
0

1

4 4 aS

q
ds

R R

ξϕ
πε πε

= =∫  

 2.6. Заряженный металлический шар, радиусом 3 см находится в возду-

хе. Известно, что при напряжённости поля 30 кВ/см в воздухе происходит про-

бой. Определите предельно допустимый заряд шара, обеспечивающий отсутст-

вие пробоя. 

Ответ: 6,857⋅10-9   Кл. 

2.7. Бесконечная металлическая плос-

кость [2] несёт поверхностный заряд =ξ 6,6⋅10-

12  Кл/м2 . Найти величину полей Е и D в про-

странстве вблизи поверхности, если диэлек-

трическая  проницаемость εа = ε0  

Рис. 2.13 
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Ответ: Е=0,373 В/м;  D=6,6⋅10-12  Кл/м2. 

2.8.  Определить емкость  плоского двухслойного конденсатора, размеры 

которого показаны  на рис. 2.13.  Определить, во сколько раз  увеличится ем-

кость этого конденсатора, если толщину первого слоя сделать равной нулю, а 

ε2=2ε1. 

Ответ: 
)( 12112

21

ddd

SC
−+

⋅=
εε
εε

,   в 1/3раз. 

2.9. Цилиндрический электронный поток  радиуса  R  созда-

ёт ток переноса  I0, c объёмной плотностью движущегося заряда 

ρρρρ, и скоростью движения заряда V0 и площадью поперечного се-

чения пучка  S. 

Прямым интегрированием уравнения  Пуассона  найти с точностью до 

постоянных С потенциал и напряженность электрического поля   Er   на границе 

пучка, которая способствует его расфокусировке.           

Ответ: 
R

С

R

I
EBnRC

I
r −=++−=

0

0

0

0

2
,

4 ϑπεϑπε
ϕ l . 

2.10. Определить напряженность электрического поля на 

оси z, являющейся осью симметрии равномерно заряженного 

кольца радиуса r, пренебрежимо малой толщины и расположенно-

го в воздухе (рис. 2.14).    Полный заряд кольца равен q. 

Ответ:  ( ) 2
3

22
04 rz

zq
Ez

+
⋅=

επ
. 

2.11. Найти выражение для электрической энер-

гии, запасаемой сферическим конденсатором, внешний 

и внутренний радиусы которого R2 и R1 соответственно, 

заряд на одном из электродов q, параметр среды ε. 

Ответ:  
( )

21

12
2

8 RR

RRq
WЭ

⋅
−

=
πε

. 

2.12. Используя требования теоремы единственности (однозначности по-

тенциала и его конечности в любой точке пространства), проведите выбор    по-

Рис. 2.14 

Рис. 2.15 
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стоянных в выражении ( ) ( )αλαλϕ λλ
λ

λλλ ⋅⋅+⋅⋅⋅⋅+⋅= sincos1 BArD
r

C , опреде-

ляющего потенциал в области V, ограниченной двумя бесконечными  по оси z и 

изолированными друг от друга электродами (см. рис. 2.15). Полуцилиндриче-

ский электрод имеет потенциал φ1, плоский -  φ=0. 

Ответ:  0== λλ AC ,  n=λ . 

2.13. Найти  распределение  потенциала  ϕ   и  

напряженность  поля  между  электродами, изобра-

женными  на  рис. 2.16.  Пластины  при  0=r   изо-

лированы друг  от  друга  и  бесконечны  в  направ-

лении осей r и z.  При  решении учесть, что  ϕ  за-

висит только  от  цилиндрической  координаты  α .  

Ответ: 1
0

12 U
UU

+⋅
−

= α
α

ϕ ,   
0

12

αα ⋅
−−=

r

UU
E . 

2.14. При проведении  испытаний на электрический пробой коаксиальной 

линии передачи, образованной двумя цилиндрами с радиусами R1 и R2     (R2 

>R1) было получено, что пробой наступает при разности  потенциалов U0. Затем 

радиус внутреннего цилиндра был уменьшен вдвое. 

Определите для новой системы пробивную разность потенциалов. 

Ответ: U=U0  [1+ ln2/ln (R2/R1)]. 

2.15.Определить радиус уединенной сферы емкостью 10 πФ. Среда ваку-

ум. 

Ответ: r = 9·10-2 м. 

 2.16. Металлический шар радиуса 0,2 м несет на себе заряд q = 6·10-5 Кл. 

Диэлектрическая проницаемость среды ε =3ε0. Подсчитать энергию электриче-

ского поля. 

Ответ:  WЭ = 27 Дж. 

2.17. Вывести выражения, определяющие электрическое  поле электро-

статического диполя  (см. рис. 2.17)  и уравнение его силовых линий.  

Ответ: θ20 sinrr
vv = ; 

Рис. 2.16 
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)sincos2(
4

00
3

θθθ
πε

rrr
+= r

r

ql
E      

2.18.  Нить длиной lимеет на единицу длины заряд l
a

πττ sin0= . Вычислить 

полный заряд нити при 
4

a=l ; 
2

a . 

Ответ: 
π

τ
2

20

4

a
q a

/
=

=l
;   0

2

=
=

a
/

q
l

. 

2.19. Бесконечная металлическая плоскость имеет поверхностную плот-

ность заряда 6,6⋅10-12  Кл/м2 . Найдите величину полей E
r

 и D
r

 в пространстве 

вблизи поверхности, предполагая  проницаемость ε = ε0      

Ответ: Е=0,373 В/м;  D=±3,3⋅10-12  Кл/м3. 

2.20. Два бесконечно длинных коаксиальных  цилиндра с радиусами      

R1=1 см , R2=2см, выполненные из металла образуют конденсатор.  Простран-

ство между цилиндрами заполнено воздухом. Определите ёмкость конденсато-

ра на единицу длины. 

Ответ: 0,08⋅10-9 Ф/м= 0,08 пФ/м. 

2.21. Задан  потенциал  42 2 −⋅= rϕ ,  где  r -  цилиндрическая  координа-

та.   Определить  объёмную  плотность  заряда,  создающее  это  поле, считать 

ε= ε0.    

Ответ: ρ=-8ε0 . 

2.22. Над  положительно  заряженной,  металлической  плоскостью  с  

поверхностной  плотностью  заряда  ξ   помещен  точечный  заряд  q+ .  На  

какой  высоте  h   сила,  действующая  на  заряд  равна  нулю? 

Ответ: ξπ ⋅
⋅= q

h
4

1

   

2.24.   Диэлектрическая  проницаемость  среды  равна  0εε ⋅= x .  Найти   

выражение  для  напряженности  поля  E ,  полагая,  что  объёмные  заряды  от-

сутствуют.   
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Ответ:  )( 0ε⋅= x
AEX  

 2.25. Заряд с объемной плотностью 
a

r
0ρρ =  распределен в объеме сферы 

радиусом а. Определить закон изменения напряженности и индукции электри-

ческого поля внутри и вне сферы. Описать поведение векторов E  и D  при пе-

реходе границы сфера-воздух. Вычислить энергию электрического поля, созда-

ваемую заряженной сферой. Диэлектрическая проницаемость материала сферы 

ε, среды - ε0. 

 Ответ: 
0

2

3
0

4 ε
ρ
r

a
Eвнеш = ; 

ε
ρ
a

r
Eвнутр 4

0
2

= ; 
ε
πρ

42

52
0 a

WЭ =  

2.26.Чему равна полная электрическая сила, действующая на единицу по-

ложительного заряда, помещенного в центре квадрата со стороной в, если по 

углам заряда расположены  заряды  q, 2q, -4q, 2q. 

Ответ: 
2

08

3

в

q
F

πε
= .  

2.27.Начало прямоугольных декартовых координат помещено в геомет-

рическом центре заряженного проводящего шара. Найти заряд шара, если раз-

ность потенциалов точек А(-14, 4, 8) и Б(-12, 16, 0) (в сантиметрах) равна 30 В, а 

радиус шара r = 2 мм. 

 Ответ: q = 3,3 10-9 Кл. 
 

2.28. Найти объёмное распределение зарядов, создающих в вакууме по-

тенциал 
r

q a

r−
⋅= lϕ .                                 Ответ: a

r

ra

q −⋅
−= l

2
0ερ  

  2.29. Установлено, что вертикальная составляющая напряженности элек-

трического поля вблизи земной поверхности  Еn = 300 В/м. Найти поверхност-

ную плотность заряда земли. 

Ответ: ξЗ = 2,65 10-9 Кл/м2. 

2.30.Вычислить энергию равномерно заряженного шара радиусом а, рас-

положенного в воздухе. Диэлектрическая проницаемость шара ε, заряд q. Ответ: 









+=

0

2 1

5

1

8 εεπ a
Э a

q
W . 
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 2.31. Для коаксиального кабеля с размерами радиусов R1 = 1мм, R2=4мм 

найти наибольшее допустимое напряжение, которое можно приложить к про-

водникам, чтобы запас электрической прочности был равен 5. Чему будет равна 

энергия электростатического поля кабеля при этом напряжении? 

 Ответ:   6930 В ;   24·10-4 Дж/м. 

 2.32. Для сферического конденсатора с размерами радиусов обкладок R1 , 

R2 , к которым приложена разность потенциалов U, получить формулу для рас-

чета запасенной в нём энергии. 

  Ответ: 
21

212
02

RR

RR
UW

+
⋅

= πε / 

 2.33. При каком напряжении произойдет пробой в коаксиальном кабеле, 

имеющем размеры радиусов R1 = 2мм, R2=4мм , если пространство между про-

водниками заполнено полистиролом (εr =2,5), пробивная напряженность поля в 

котором  Епроб =2,5·107 В/м? 

 Ответ: 3,15·104 В. 

 2.34. Вычислить силу притяжения между параллельными проводниками 

равных радиусов R=1см, с расстояниями между их осями D>>2R и заряженных 

равными по величине и противоположенными по знаку зарядами. Длина про-

водников много больше расстояния D=40см. Между проводами приложено на-

пряжение U =400 В. 

 Ответ: .101,4
)/(ln2

7
2

2
0 Н

RDD

U
F −⋅=−=

πε
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         3  ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ ПОСТОЯННОГО ТОКА 

В данном разделе рассматриваются темы: 

1. Электрическое поле постоянного тока. 

 2. Магнитное поле постоянного тока.  

  3 . Индуктивность и взаимная индуктивность. 

4. Энергия магнитного поля. 

3.1  Электрическое поле постоянного тока 

Для случая постоянного тока (j≠0, 0t/ =∂∂ ) система уравнений для 

электрического  поля имеет вид: 

        0Erot =
r

,     ρ=Ddiv
r

, ED
rr

ε= ,   Ej
ПР

rr
σ=                      (3.1)) 

Первое уравнение (3.1) показывает, что элек-

трическое поле постоянного тока подобно электроста-

тическому полю потенциально. Но  в отличие от элек-

тростатического. оно существует и в проводящей сре-

де, где σ= /jE
rr

. Если по  проводнику протекает  ток, то  

на его поверхности появляется отличная от нуля танген-

циальная (касательная) составляющая напряженности электрического поля E
r

 (см. 

рис.  3.1). Отношение нормальной составляющей Еn к тангенциальной Еτ для хо-

роших проводников имеет порядок 105, и Еτ пренебрежимо мало по сравнению 

с Еn.  

При вычислении электрического поля в идеальном диэлектрике, окру-

жающем проводник с постоянным током, можно пренебречь касательной со-

ставляющей напряженности электрического поля и считать, что электриче-

ское поле  в нем почти не отличается от электростатического.  

Иное наблюдается внутри проводника. При наличии постоянного тока 

в проводящей среде существует электрическое поле, которое описывается 

Рис. 3.1 
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следующей системой дифференциальных и интегральных уравнений :                           

0Erot =
r

,     0jdiv =
r

,    Ej
ПР

rr
σ= .                        ( 3.2) 

∫ =
L

0dE l
rr

,             ∫ =
S

0Sdj
rr

.                                                (3.3) 

 Сопоставим систему уравнений (3.2) и (3.3) с уравнениями электро-

статического поля в среде, не содержащей зарядов, 

        0Erot =
r

,     0Ddiv =
r

, ED
rr

ε= ,                        (3.4)) 

∫ =
L

0dE l
rr

,             ∫ =
S

0SdD
rr

,                            (3.5) 

Видим, что они совершенно одинаковы по форме. Уравнения электростатики 

(3.4) и (3.5) становятся справедливыми для электрического поля  в проводящей 

среде, если  электрическую индукцию D
r

 заменить в них плотностью тока  j
r

, а 

диэлектрическую проницаемость ε – удельной проводимостью σ. 

                           D
r

 →  j
r
  и   ε →  σ.                                        

(3.6) 

Однако, тождественность уравнений еще не гарантирует тождественности их 

решений. Для этого необходимо также совпадение граничных условий . 

Это совпадение имеет место только в слабо проводящих средах на границах с 

хорошими проводниками. Действительно, как следует из второго уравнения 

(3.3), нормальная составляющая j
r

 на границе двух сред непрерывна                           

j1n=j2n.                                                                    (3.7) 

Касательные составляющие в силу непрерывности  Еτ  (E1τ = E2τ)  

связаны соотношением  

    j1τ/σ1=( j2τ/σ2).                                                       (3.8) 

При достаточном различии проводимостей  σ1 и σ2 составляющей j1τ мож-

но пренебречь и считать вектор 
1
j
r

 нормальным к границе. Таким образом, сов-

падение граничных условий для векторов D
r

 в электростатике и j
r

 в  проводя-

щих средах  имеет место только на границах хороших проводников (металлов) 
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и слабо проводящих сред. В этих случаях решение соответствующей электро-

статической задачи может быть использовано для определения поля в слабо 

проводящей среде. В литературе этот метод  называется методом электроста-

тической аналогии. 

Применительно к системе двух проводников (конденсатору) этот метод  при-

водят к следующему соотношению между емкостью  идеального (без потерь) 

конденсатора и проводимостью того же конденсатора но с потерями                                            

σ
ε=

G

C
                                                                     

(3.9) 

Это соотношение обычно используется для вычисления сопротивления 

изоляции между хорошими проводниками. 

3.2. Магнитное поле постоянного тока  

Для случая постоянного тока (j≠0, 0t/ =∂∂ ) система уравнений для маг-

нитного поля имеет вид: 

Уравнения Максвелла в диффе-

ренциальной форме 

Уравнения Максвелла в инте-

гральной форме 

           
0Bdiv

jHrot

=

=
r

rr

 

             HB
rr

µ=  

∫ =
L

IldH
rr

 

0SdB
S

=∫
rr

                 (3.11)          

Если в области нет токов (магнитостатика), то в уравнениях 

(3.10) и (3.11)   нужно положить  0j =
r

 и  I=0. В этом случае магнитное 

поле оказывается потенциальным и напряженность магнитного по-

ля  можно представить в виде 

 MgradH ϕ−=
r

,                                              (3.12) 

где Mϕ - магнитостатический  потенциал, который подчиняется  уравнению Ла-

пласа:                                   0M2 =ϕ∇  .                                                 (3.13) 

 (3.10) 
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В тех случаях, когда в рассматриваемой области имеется ток ( j
r

≠0) маг-

нитостатический потенциал ϕМ  становится неоднозначной функцией. Разность 

значений между точками K1 и K2 зависит от контура, по которому выполняется 

интегрирование в формуле  

∫=ϕ−ϕ
2

1

K

K

M

2

M

1
ldH
rr ,                                        (3.14) 

а именно, при каждом обходе контура вокруг тока I в положительном направ-

лении (так, чтобы контур образовывал с направлением, в котором течет ток, 

правовинтовую систему) значение интеграла в (3.14) возрастает на величину I. 

Таким образом, магнитостатический потенциал ϕМ не позволяет устано-

вить однозначно связь между стационарным магнитным полем и создающим 

его постоянным током. Для определения магнитного поля обычно вводят век-

торный потенциал A
r

, связанный с вектором B
r

 соотношением 

ArotB
rr

= .                                                                (3.15) 

Векторный потенциал стационарного поля удовлетворяет векторному 

уравнению Пуассона   

jA2
rr

µ−=∇              .                               (3.16) 

 Если токи сосредоточены в ограниченной области V, на поверх-

ности S или протекают по контуру L, то решение уравнения (3.16) можно по-

лучить из соответствующей формулы для: 

объемных токов поверхностных токов линейных токов 

dv
R

A ∫=
v

j
r

r

π
µ
4

  (3.17) ∫=
S

S dS
R

j
A

r
r

π
µ
4

     

(3.18) 

∫=
L

R

dI
A

l
r

r

π
µ
4

          

(3.19) 

 

где R- расстояние от элементов dv, dS или dl до точки, в которой вычис-

ляется потенциал. 

Переход от векторного потенциала A
r

 к напряженности магнитного поля 

H
r
производится по формуле (3.15). Предположение, что пространство запол-



 71

нено однородной изотропной средой  приводит к следующим вариантам  закона 

Био – Савара в интегральной форме 

Для объемных  токов Для поверхностных токов Для линейных  токов 

[ ]
dV

R

rj
H

V
∫=

2
0,

4

1
rr

r

π
 3.20) 

[ ]
dS

R

rj
H

S

S∫=
2

0,

4

1
rr

r

π
 3.21) 

[ ]
∫=
L

R

rdI
H

2
0,

4

r
l
r

r

π
 3.22) 

 Дифференциальная форма закона Био – Савара для линейных токов представ-

ляется в виде 

[ ]
02 r,ld

R4
I

Hd
rrr

π
= .                                         (3.23) 

В таком виде закон Био-Савара определяет магнитное 

поле Hd
r

 в точке М, создаваемое элементом тока 

lId (см. рис. 3.2). 

  

3.3. Энергия магнитного поля постоянного тока  

Известно, что с магнитным полем  в объеме V связана магнит-

ная энергия  

dVHdVHBW
VV

M
∫∫ == 2

2

1

2

1 rrr
µ  ,                                       (3.24) 

с плотностью энергии                                    

22

2HHB
wм

rrr
µ==                                                           (3.25)                                               

С учетом (3.15) и (3.16) выражение  (3.24)   приводится к виду     

∫=
V

M dVjAW
rr

2

1
,                                         (3.26) 

где магнитная энергия представлена через объемные токи и векторный потен-

циал. В случае линейных токов выражение для энергии магнитного поля упро-

щается. Например, формула (3.26) с учетом (3.19) для уединенного контура L с 

током I примет вид 

Рис. 3.2 
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∫=
L

M dAW l
rr

2

1
.                                         (3.27) 

Применим к интегралу в (3.27) теорему Стокса (П1.26), получим 

ФSdBSdArotdA
SL S

=∫=∫ ∫=
rrrr

l
rr

,                                         (3.28) 

где Ф – магнитный поток через поверхность  S, опирающуюся  на контур L. 

Подставив (3.28) в (3.27), получим     WМ=I⋅Ф/2 .                              (3.29) 

В случае N контуров выражение для WM записывается:               

                       ∑=
=

N

1n
nn

M ФI
2

1
W  ,                                                                            

(3.30)) 

где Фn - поток магнитной индукции, пронизывающий контур Ln,  

       In-ток в контуре Lп. 

 3.4. Индуктивность и взаимная индуктивность 

Так как поток магнитной индукции           

 Ф=L ⋅I                                            (3.31) 

пропорционален L –индуктивности контура, то 

 WМ=I ⋅Ф/2=LI2/2                                              (3.32) 

В случае N контуров поток Фnk пропорционален току Ik: 

Фnk = Mnk Ik                                         (3.33) 

Коэффициент пропорциональности Mnk при k≠n называют взаимной ин-

дуктивностью контуров Lk и Ln, а коэффициент Mkk -собственной индуктив-

ностью контура Lk.Взаимная индуктивность определяется следующим выра-

жением                   ∫ ∫π
µ=

n k
L L

kn
nk r

ldld

4
M

rr

                                       

(3.34) 

Формула симметрична относительно индексов n и k. Это значит, что совершен-

но такое же выражение будет получено и для взаимной индуктивности knM , 

определяемой равенством 
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     nknkn IMФ = ,                                              (3.35) 

где 
kn

Ф − магнитный поток (потокосцепление), обусловленный током контура 

nL  и проходящий через поверхность, ограниченную контуром kL . 

 Формула (3.34) дает возможность вычислять в конкретных случаях вза-

имные индуктивности по одному лишь взаимному расположению контуров. 

Как видно, взаимная индуктивность контуров kL  и nL  зависит  только 

от параметров среды, взаимного расположения и не изменяется  при пере-

становке индексов (свойство взаимности): 

Mnk=Mkn .                                                (3.36) 

 3.5  Примеры решения типовых задач 

 Задача № 1 (проводимость изоляции) 

Определить проводимость плоского конденсатора, если заданы: S-

площадь пластин, d – расстояние между ними,εr – относительная диэлектриче-

ская проницаемость диэлектрика в конденсаторе,σ – удельная проводимость 

диэлектрика. Определить мощность, выделяющуюся в конденсаторе в виде те-

пла, если к нему приложено напряжение U. Поле в конденсаторе считать одно-

родным Дать численный ответ задачи, если S=10 см2, d=0.5см,  εr=4, σ=10-6 

См/м, U=100 В. 

Решение. 

Задачу можно решить двумя способами. В первом - получим формулу 

для проводимости путем следующих рассуждений. В диэлектрике конденсатора 

под действием напряженности поля Е возникает ток утечки, подчиняющийся 

закону Ома Ejпр ο= . Поскольку поле в конденсаторе предполагается однород-

ным, то d
UE =  и SjI пр= . Проводимость конденсатора определится как 

d

S
U

IG
⋅== σ .  

Второй способ состоит в использовании соотношения между емкостью и 

проводимостью (3.9). Емкость плоского конденсатора равна 
d

S
C

ε= , так что 
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полученная выше формула для проводимости получается заменой ε на σ в фор-

муле для емкости. 

Проведем численные расчеты. Определим вначале емкость конденсато-

ра. 
d

S
C rεε0= =0,707 пФ,  G=2·10-8 Cм,  Р=U2

·G=2·10-4 Вт. 

Задача № 2 (шаговое напряжение) 

Заземление представляет собой металли-

ческую полусферу, погруженную в землю, как 

показано на рисунке. R –радиус заземления, r - 

расстояние от его центра до произвольной точки  

внутри земли. σ – удельная проводимость земли. К заземлению подводится ток 

I, который растекается в толще земли к другому заземлению, которое находится 

достаточно далеко. Определить сопротивление заземления, пренебрегая собст-

венным сопротивлением металла, и шаговое напряжение на расстоянии 2м от 

заземления. Принять R=20 см, σ=10-2 См/м, I=1000 А (ток короткого замыкания 

на линии передачи) 

Решение. 

Поскольку расстояние до второго заземления предполагается большим, 

то поле в земле можно считать зависящим только от расстояния r  и не завися-

щим от угловых координат точки наблюдения. Плотность тока  в земле на рас-

стоянии r будет равна 
22 r

I
jпр π

= . Из закона Ома Ejпр σ=  получим 

22
)(

r

I
rE

πσ
= .  Определим напряжение на заземлении по отношению к беско-

нечно удаленной точке ∫∫
∞∞

===
RR R

I

r

drI
drrEU

πσπσ 22
)(

2
. 

Проводимость  заземления будет равна Rπσ2 , а сопротивление  - обратной ве-

личине. Конечно, формулу для проводимости заземления  можно было полу-

чить проще, воспользовавшись методом электростатической аналогии, т.е. 

формулой (3.9). При этом нужно принять  емкость полусферы равной половине 
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емкости сферы, т.е. RC πε2= . Определим шаговое напряжение , т.е. напряжение 

между точками на поверхности земли на расстоянии одного шага -l 

∫∫
++










+
===

lr

r

lr

r
ш lrr

lI

r

drI
drrEU

)(22
)(

2 πσπσ
 

Проведем численные расчеты.  

Сопротивление заземления ( ) 12 −== R
I

U
RЗ πσ =79,6 Ом. Шаговое напряжение 

на расстоянии r=2м длине шага l=0.8м    








+
=

)(2 lrr

lI
Uш πσ

= 2,27 кВ 

Таким образом, нахождение человека вблизи заземления при аварии на 

линии может быть опасным для жизни. 

Задача № 3 (закон полного тока) 

По  двум  параллельным,  прямолиней-

ным  проводникам  текут  токи  AI 21 =   и  

AI 12 = .  Расстояние  между  проводниками l   

(рис. 3.3).  Определите   расположение  линии,  на  

которой  магнитное  поле  равно  нулю. 

   Решение 

Магнитное поле вне бесконечного проводника с током I было 

определено в разделе 1 (формула 1.18).    rIH π2/= .   

                                    (3.37) 

Следовательно,  для первого и второго проводов 

магнитные поля соответственно равны                        

)r(2

I
H,

r2

I
H 2

2
1

1 −π
=

π
=

l

, 

Согласно правилу буравчика убеждаемся, 

что на линии  l направление векторов 1H
r

 и 2H
r
бу-

дут противоположными. Следовательно, в неко-

торой точке М суммарная напряженность  магнит-

Рис. 3.3 

Рис. 3.5 
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ного поля будет равна  нулю. Приравняв Н1 и Н2, получим 

)(22
21

r

I

r

I

−
=

lππ
;       Отсюда  3/2l=r   

Задача № 4 (поверхностный ток) 

При изготовлении пластмассовой пленки 

полоса шириной l∆  и толщиной ∆h (∆h << l∆ ) 

протягивается со скоростью   v  через два по-

следовательно расположенных ролика  

(рис. 3.4).  В процессе протягивания пленка 

электризуется и  приобретает поверхностную 

плотность заряда  ξ. Определить напряженность магнитного поля в точке   Р,   

находящейся вблизи поверхности листа.  

Решение 

В процессе протягивания заряженной  тонкой пленки со скоростью  ϑ   

создается поверхностная плотность тока   
r
η  ( ϑξ=η

rr
)  (*).  Силовые линии маг-

нитного поля H
r
замыкаются вокруг пленки (рис. 3.5) 

Определим  величину магнитного поля H
r

, создаваемого током l∆⋅=ηI ,. 

Для этого перпендикулярно поверхности пленки расположим плоскость  θ    и 

рассмотрим циркуляцию вектора  H
r

   по прямоугольному контуру а-в-с-d  c 

размерами   h∆⋅∆l , лежащему в плоскости ( )h∆>>∆l θ . 

Воспользуемся законом полного тока       ∫ =
L

IdH l
rr

. 

Совместим направление тока с поступательным движением буравчика, 

тогда направление его вращения определит направление  вектора H
r

.  Цирку-

ляцию  вектора H
r

 можно представить в виде 

lll ∆==Η∆+Η∆ ηI . 

Отсюда получаем          
2

з
З =  или  учетом  (*) 2/H ϑξ=

rr
. 

Задача №5 (поле отрезка проводника с током) 

Рис. 3.4 
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Определить напряженность магнитного поля в точке М, создаваемую от-

резком линейного провода с током I. (рис.3.6а).Точка М удалена от провода на 

расстояние b.Проводник на рисунке выделен более жирной  линией.  

Решение 

Поскольку проводник с током является линейным, то воспользуемся за-

коном Био-Савара для линейных токов (формула 3.22). 

[ ]
∫=
L

R

rdI
H

2
0,

4

r
l
r

r

π
 

Нанесем на рисунок векторы  ld
r
и 0r

r
 в текущей точке интегрирования Р. 

Вектор ld
r
направим по направлению тока, показанному стрелкой. Координату l 

будем отсчитывать от т. О – проекции т.М на проводник. Векторное произведе-

ние [ ]0rdl
r⋅   направлено к нам и равно αsin⋅dl . Из  

∆ОМР найдем αα ttgbtgbl ⋅−=−⋅== )180(OP 0 . Дифференцируя это соотно-

шение, получим 

α
α

2sin

db
dl

⋅−= . Учтем также, что αα sin)180sin( 0 ⋅=−⋅= bbR  

В результате поле dH в точке М от элемента тока dl будет равно 

b

d
dH

αα ⋅= sin
. Проинтегрируем это выражение от угла α1 до угла α2, под 

которыми концы отрезка видны из т. М рис.3.6б). В результате получим 

)cos(cos
4

)( 21 αα
π

−=
b

I
MH                           (3.38) 

Рис. 3.6 
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Поскольку углы α1 и α2 не завися от положения т.О, то полученное соот-

ношение является не зависящим от  выбора системы координат. Если приме-

нить эту формулу к бесконечно длинному проводу, то α1→0, α1→π. В результа-

те  2coscos 21 =− αα  и формула (3.38) переходит  в формулу (3.37). 

Задача № 6 (поле катушки Гельмгольца) 

Для создания  магнитного поля в некотором объеме используются катуш-

ки Гельмгольца, которые представляют собой два параллельных витка провода 

радиуса   «а»,   находящиеся на расстоянии   «b»   друг от друга (рис. 3.7). По 

проводам течет ток   I   в одном направлении. Определить напряженность поля 

на оси витков в точке P, расположенной   на расстоянии  z  от центральной точ-

ки  О  системы. 

Решение 

 Для нахождения поля  в точках на оси витка (в точке Р), используем 

принцип суперпозиции. Напряженность поля   Н  определяется суммой полей   

IH    и  2H ,  созданных каждым витком в отдельности. Поле отдельного витка 

можно найти, используя закон Био-Савара в дифференциальной форме (3.23). 

[ ]024
r,ld

рR

I
Hd

rrr
=  

Вектор   d
r
Η , создаваемый элементом ld  перпендикулярен векторам   d

r
l , 

и 0r
r

 (рис. 3.8,а)  и имеет две компоненты – радиальную и продольную 

zr ЗdЗdЗd
rrr

+= . Для вычисления полного поля Н надо 

выражение  Hd
r

 проинтегрировать по длине витка. При 

интегрировании радиальная часть поля окажется рав-

ной нулю, поэтому определим только dHz. 

( ) .ddd
L

z
L

zr ∫ Η=∫ Η+Η=Η
rrrr  

Для этого найдем вначале величину поля Hd
r

. 

Поскольку 0rld
rr

⊥ , и 10 =r
r

, то dl
R

I
dH

24π
= . Из ри-

Рис. 3.7 
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сунка 3.8б видно, что dHz=dH·sinθ. Поскольку sinθ=a/R, то  dl
R

Ia
dHz 34π

=   

 

Интегрирование по длине витка сводится к замене dl на длину витка 2πа. 

Поле от одного витка в точке Р будет равно    
3

2

2
)(

R

Ia
PH = .  

В обозначениях условия задачи (рис.3.7) 

22 )
2

( z
b

aR ++=  - для нижнего витка и 22 )
2

( z
b

aR −+=  - для верх-

него. Таким образом, полное поле в точке Р будет равно   

        .
222

2
3

2
2

2
3

2
22

































 +++


















 −+=Η
−−

z
b

az
b

aa
I                    

 Задача № 7 (внутренняя индуктивность 

проводников) 

Вдоль проводника в виде металлической трубы с 

внутренним радиусом R1 и внешним - R2 (рис. 3.9) 

протекает постоянный ток с плотностью  j
r

. Опреде-

лить внутреннюю индуктивность отрезка трубы дли-

ной  l  и сплошного проводника с радиусом R2. 

 Решение 

Рис. 3.8 

Рис. 3.9 
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В данной задаче индуктивность проще определить через магнитную энер-

гию. 

∫ == LIdVHWM 22

2

1

2

rµ
                                             (3.39) 

Поскольку магнитное поле существует  внутри и снаружи проводника, то 

магнитную энергию  и индуктивность можно разделить на внутреннюю и 

внешнюю. Определим в этой задаче только внутреннюю индуктивность, по-

скольку для решения внешней задачи не хватает данных –не задан внешний 

контур с током.  

Определим I(r)  и Н(r) в разных точках поперечного сечения рисунка 3.9. 

Для этого воспользуемся законом полного тока. ∫ =
L

IdH l
rr

, в котором I есть ток, 

пронизывающий контур L. Согласно этому закону, магнитное поле внутри тру-

бы (r<R1) будет равно нулю, поскольку нет тока, пронизывающего контур в 

этой области.  Внутри проводника (R1≤r≤R2) контур радиуса r будет пронизы-

ваться частью полного тока. 

( ) ( )2
1

2 RrrI −= π  

Очевидно, что величина I(R2) дает полный ток в трубе. Магнитное поле 

внутри проводника определится как 

( ) ( ) ( )
;

22

2
1

2

r

Rrj

r

rI
rH

−==
π

.                     (3.40) 

Подставим полученное выражение в формулу для магнитной энергии (3.39) и 

будем  интегрировать  по объему проводника длиной l. Поскольку подынте-

гральная функция Н(r) зависит только от r, то элемент объема удобно предста-

вить в виде rdrdV π2⋅= l . 

Определим магнитную энергию поля внутри проводника трубы 
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.
2

1
ln
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1

4

1
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1
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1
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1
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RRRRRR

lj

drRr
r

rlj
W

R

R

M
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++−−⋅

=−⋅⋅⋅=

⋅

∫

πµ

πµ

 

Откуда получаем L  в  виде следующего соотношения: 









+−+
−
⋅=

1

24
1

2
2

2
1

4
1

4
222

1
2
2

ln
4

3

4

1

)(2 R

R
RRRRR

RR

l
L

π
µ

. 

Из этой формулы при  R1=0  находится внутренняя индуктивность  

проводника длиной l    

  l⋅=
р

м
L

8
.                                                 (3.41) 

Задача № 8 (индуктивность тора) 

Определить индуктивность катушки, состоящей из N витков, намотанных 

на тороидальный сердечник из магнитного материала с  〉〉rµ  1. В поперечном 

сечении сердечник тора  имеет форму квадрата со сторонами, равными  a , 

внутренний радиус тора - b,  (рис. 3.10). 

 Определить также взаимную индуктивность тора и длинного пря-

молинейного провода, вытянутого вдоль оси симметрии тора.  

Решение 

Предположим, что по катушке течет ток I. Так 

как магнитная проницаемость сердечника велика, то 

потоком рассеяния магнитного поля можно пренеб-

речь и считать, что магнитное поле отлично от нуля 

только внутри сердечника. Очевидно, что магнит-

ные силовые линии представляют собой концентри-

ческие окружности с центрами на оси системы. Ка-

ждая силовая линия пронизывается N витками катушки с током I в каждом вит-

ке. Таким образом, ток ,пронизывающий каждую силовую линию равен NI, и 

закон полного тока для контура в виде силовой линии имеет вид 

Рис. 3.10 
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∫ =⋅=
L

NIrHdH π2l
rr

, где  r- радиус силовой линии.. Отсюда напряженность маг-

нитного поля внутри тора будет равна rNIH πα 2/=  

Индуктивность катушки может быть вычислена  либо через магнитный 

поток (формула (3.31)), либо через магнитную энергию (формула (3.32)) Опре-

делим ее в данной задаче через магнитный поток. Контур, который пронизыва-

ется магнитным полем является сложным, состоящим из N витков провода. 

Пусть Ф1 – магнитный поток, пронизывающий один виток. Тогда  

∫ ∫Β=Β=
S S

dSSdФ
rr

1 , где S –площадь поперечного сечения сердечника. т.к.  

SdпараллеленB
rr

, а drdzdS ⋅= , то 

b

abaNI
dzdr

r

NI
Ф

ab

b

a +⋅⋅⋅=⋅= ∫ ∫
+

ln
220

1 π
µ

π
µ  

Поток, пронизывающий все витки катушки будет равен NФ1 

b

abaNI
NФФ

+⋅⋅⋅== ln
2

2

1 π
µ

 

В результате индуктивность катушки определится выражением 

b

ab
n

aN

I

Ф
L

+⋅== l
π

µ
2

2

 

Рекомендуется получить эту формулу путем вычисления магнитной энер-

гии в сердечнике. 

 Определим далее взаимную индуктивность катушки и провода, лежаще-

го на оси тороида. В данном случае лучше задаться током в проводе –I2, по-

скольку поле от него выражается наиболее просто –формулой (3.37). 

Магнитный поток, созданный проводом, через один виток равен 

1 ln
2 2

b a
п п

b

I a I adr b a

r b

µµ
π π

+ +Φ = =∫ . 

Полный поток через N  витков  -Ф12 будет равен NФ1 и в итоге взаимная 

индуктивность катушки и провода будет равна 

12
12 ln

2п

aN b a L

I b N

µ
π

Φ +Μ = = =  
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3.6  Задачи для самостоятельного решения 

       3.1. Вычислить магнитную энергию, сосредоточенную внутри 

цилиндрического проводника единичной длины, с протекающим по 

нему током I0. 

       Ответ:    .
16

2
0

π
µ I

W a
M

⋅=  

       3.2. Чему  равен  магнитный  векторный потенциал  
m

A
r

 в точке  наблюде-

ния,  расположенной  на  оси   кольцевого  проводника  радиуса а  и током   

1=Ι А   на  расстоянии   1 м  от плоскости кольца?  

      Ответ: 0A
m

=
r

. 

……3.3. По квадратной рамке со стороной а протекает ток I. Определить на-

пряженность магнитного поля в центре рамки. 

      Ответ: 
a

I
H

π
22=  

        3.4. Определить взаимную  индуктивность 

между прямоугольной рамкой и прямолинейным 

проводом с током I2, протекающим по нему (рис 

3.11).  

Ответ:  .
a

ln
2

b
M a

2,1
l

l +
π
⋅µ

=  

3.5. Прямоугольный контур из тонкого проводника с размерами  а и b 

расположен на удалении  l    от бесконечного прямолинейного провода и на-

клонен относительно него на угол θ (рис. 3. 12). Определить взаимную индук-

тивность и провести расчет для θ=60о. 

            Ответ: .
a

ln
4

b
M a

2,1
l

l +
π
⋅µ

=  

3.6.  Два  кольцевых проводника   

с  радиусами   21 RR <<   лежат в  одной 

плоскости.   Считая, что  поле  в центре  

Рис. 3.11 

Рис. 3.12 
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большого кольца,   где  расположено  малое  кольцо, однородно  и равно   

)2( 2

2
R

IB ⋅
⋅≅ µ , определить взаимную индуктивность.  Как  изменится  взаим-

ная  индуктивность  колец,  если  радиус  1R   уменьшить  вдвое,  а  2R  - вчетве-

ро.  

           Ответ: Останется неизменным. 

3.7.   Металлический  шар  радиуса R закопан на  большую  глубину в 

землю,  проводимость  которой  σ .. Ток,   вытекающий  из  поверхности  

шара, I. Получить выражение для  разности  потенциалов  между  шаром и  

любой  точкой  в  почве,  удаленной  на расстояние  r. 

           Ответ:    






 −⋅
⋅⋅

=
rRур

I
U

11

4
. 

3.8. Вычислить сопротивление изоляции на 

единицу длины коаксиального кабеля, заполненно-

го диэлектриком с проводимостью σ   и заданным 

значением ε.   Размеры кабеля заданы: радиус цен-

тральной жилы   а1,   радиус оплетки   а2  

(рис. 3.14). 

         Ответ:   
σπ

=
l2

a

a
ln

R 1

2

. 

3.9. Вдоль  тонкостенной  бесконечной трубы 

радиуса  а  и  тонкого   провода,  расположенного  

вдоль  оси трубы (рис. 3.15),  протекают  постоянные  

токи  1I  и ( )2I− .   

Определить  магнитное  поле  в точках,  от-

стоящих  от оси  на расстояниях  а/2  и  2⋅a в цилинд-

рической системе координат (r,z,α)? 

           Ответ: 
a

I
H

⋅
−=
πα

2 ;
a

II
H

⋅⋅
−=
πα 4

21 .  

       3.10.  Диэлектрик коаксиального  кабеля  имеет диэлектрическую прони-

Рис. 3.14 

Рис. 3.15 
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цаемость ε и удельную  проводимость  σ .  

Определить  напряженность  электрического  

поля  внутри  кабеля,  если ток  утечки на 

единицу длины  задан  I.                                              

Ответ: 
r

I
rE

⋅⋅⋅
⋅=

σπ2
0rr

. 

        3.11. Вычислить сопротивление зазем-

лителя, выполненного в виде шара радиуса    

а.   Шар закопан на глубину   h   на краю об-

рыва на расстоянии   h   от его края рис. 3.16.  Проводимость почвы равна   σ.   

Принять, что a<<h. 

Указание: Воспользоваться методом электростатической аналогии. При 

расчете емкости подобрать соответствующие зеркальные изображения  шара и 

их заряды. 

Ответ: .
h

22

1
1

a

1

4

1

G

1
R

















 +
+

πσ
==  

         3.12 . В условии задачи №8 сердечник имеет воздушный зазор, которому 

соответствует центральный угол θ (рис. 3.17). 

Определить магнитную энергию в сердечнике и зазоре и 

соответствующие им индуктивности L1 и L2. Провести 

численные расчеты для значений: а=0.5 см, b=1 см, µr 

=100, θ=50, I=1А.  

На сколько процентов изменилась индуктивность катуш-

ки, по сравнению с целым сердечником? 

         Ответ: L1=2.72·10-4 Гн, L2=6.03·10-5 Гн, уменьшилась на 18 процентов. 

         Указание: Рассеянием магнитного поля в зазоре пренебречь. 

 

Рис. 3.16 

Рис. 3.17 
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4  ПЛОСКИЕ  ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫE ВОЛНЫ 

 

В данном разделе рассматриваются темы: 

• плоские волны в безграничных средах; 

• отражение и преломление плоских волн на плоской границе раздела 

двух сред; 

4.1 Плоские волны в безграничных средах 

• Электромагнитная волна называется плоской, если ее фазовый 

фронт (поверхность постоянной фазы) является плоскостью. 

• Предположим, что в идеальном диэлектрике с параметрами ε  ,  

µ и 0=σ  в направлении оси z распространяется плоская монохромати-

ческая волна с линейной поляризацией, причем  вектор E
r

 направлен 

вдоль оси х. 

Мгновенные значения векторов E
r

 и H
r

 могу быть представлены в виде: 

   )(),(

 ),(),(

0
0

0
0

ϕω

ϕω

+−=

+−=

kztCosHytzH

kztCosExtzE
rr

rr

,                             (4.1) 

где 00, yx
rr

- единичные вектора (орты) по осям х и у, ω=2πf –круговая частота, ϕ 

- начальная фаза, µεω=k  - волновое число (или постоянная распростране-

ния) в данной среде,  определяет фазовую скорость vф и длину волны λ в данной 

среде 

kk
vф

πλω 2
  ,  === .     (4.2) 

Из формулы (4.1) видно, что поля E
r

 и H
r

 в данном случае синфазные,  

отношение их амплитуд называется волновым (характеристическим) сопро-

тивлением среды. В идеальном диэлектрике 

 0
0

0

r

r

r

r

x

y

у

х
c W

Н

Е

Н

Е
Z

ε
µ

εε
µµ

ε
µ ===−== , . (4.3) 

где W0  = 120π =377 Ом – волновое сопротивление вакуума.       
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С помощью волнового сопротивление можно записать общее соотноше-

ние между векторами HE
rr

 и в плоской волне 

[ ]0zHZE c
rrr

⋅= ,     (4.3а) 

где 0z
r

- орт в направлении распространения волны. 

Для описания монохроматических полей удобно использовать метод 

комплексных амплитуд, согласно которому комплексные амплитуды полей 

(4.1)  имеют вид (зависимость от времени принята в виде tie ω ) 

 eHy(z)H,  eEx(z)E ikzikz −− == 00
00 &
r&r&

r&r ,    (4.4) 

где ϕϕ ii eHHeEE 0000   , == &&   

Если волна распространяется против оси z, то перед выражением kz в формулах 

(4.1) и (4.4) знак изменяется на «+». 

• Если среда обладает тепловыми потерями  энергии, определяемыми 

удельной проводимостью  σ≠0, то в методе комплексных амплитуд это учиты-

вается заменой ε на комплексную диэлектрическую проницаемость 
ω
σ−ε=ε i&   в 

выражениях для k и Zc . Это приводит к тому, что волновое число k  и волно-

вое сопротивление Zc также становятся комплексными  

2cos
)tg1

Д
i

c e
е

Дм
  ,   ZДiме(щkikk ⋅⋅=−=′′−′=& ,  (4.5) 

где ∆ - угол потерь, который определяется из соотношения  
ще

у=tgД . 

Наличие мнимой части  волнового сопротивления   в средах с потерями 

означает, что векторы E
r

 и H
r

  сдвинуты по фазе по отношению друг к другу на 

угол 2
∆ . С учетом соотношений (4.5) комплексные амплитуды векторовE

r
 и 

H
r

(4.4)  могут быть представлены в виде: 

 )(  ,)( 00
00 zkizkzkizk eeHyzHeeExzE ′−′′−′−′′− == &
r&r&

r&r ,  (4.6) 

из которого видно, что k′является постоянной распространения и по-прежнему 

определяет фазовую скорость и длину волны в данной среде по формулам (4.2), 
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а k ′′ характеризует убывание амплитуд поля вдоль направления распростране-

ния z и называется коэффициентом затухания. Из формулы (4.5) для них полу-

чаются следующие выражения: 

)11(
2

1
    , )11(

2

1 22
00 ∆++−=′′∆++=′ tgkktgkk ,  (4.7) 

где rrc
k εµωµεω ==0 - постоянная распространения в данной среде, если бы 

потери в ней отсутствовали. Расстояние, на котором амплитуда волны умень-

шится  в е≈2.71 раз, называется глубиной проникновения и обозначается δ . 

Очевидно, что 

k ′′= 1δ .                                                 (4.8) 

Затухание амплитуды векторов Е или Н на расстоянии l  

lke
lE

E
L ′′==

)(

)0(
&

&
 

может быть выражено в неперах (Нп)  [ ] lkLНпL ′′== ln   или  в децибелах  

[ ] [ ]непLlkelkeдБL lk 69,868,8lg20lg20
''

=′′=⋅′′== .  (4.9) 

 при этом 1 Нп=8.68 дБ. 

• Среднее за период колебаний значение вектора Пойнтинга определя-

ется через комплексные амплитуды векторов E
r

 и H
r
соотношением 

[ ]∗= HEПср
&r&rr

Re
2

1
     (4.10) 

и определяет среднюю по времени плотность потока мощности, т.е. среднюю за 

период колебаний энергию, переносимую волной за одну секунду через по-

верхность площадью 1 м2, перпендикулярную направлению распространения 

волны. 

Если  использовать связь векторов E
r

 и H
r
через волновое сопротивление 

(4.3), то формуле (4.10) можно придать вид: 

)Re(
2

11
Re

2

2

2

c
c

ср ZH
Z

E
П &&r

&

&r

=







= .   (4.11) 
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В металлах tg∆>>1 и поэтому формулы (4.7) упрощаются так, что 

2

σωµ
≈′′≈′ kk .     (4.12) 

Волновое сопротивление металлов выражается формулой 

σ
ωµ
2

)1( iZc +=& ,     (4.13) 

• В общем случае векторы E
r

 и H
r

 могут иметь две ортогональные со-

ставляющие по осям х и у, оставаясь при этом ортогональными друг другу. 

zki
yx eEyExzE

&
&

r
&

r&r −+= )()( 00 00 .    (4.14) 

В зависимости от соотношения амплитуд и фаз 00   и  yx EE &&  выделяют три 

типа поляризации волны :  линейную, круговую и эллиптическую. Линейной 

поляризации соответствуют случаи, когда либо одна из составляющих равна 

нулю, либо когда сдвиг фаз между ними равен 0 или 1800.  Круговая поляриза-

ция  наблюдается при одновременном выполнении двух условий: равенстве ам-

плитуд Ех и Еу и сдвиге фаз между ними равным  ± 900. В остальных случаях 

поляризация волны будет эллиптической. Учитывая, что сдвиг по фазе   ± 900  

соответствует значению фазового множителя  

ie i ±=± 090  , 

представим  вектор E
r

  для волны с круговой поляризацией в виде: 

zkieyixEzE
&&rr

&&r −±= )()( 00
0 .    (4.15) 

При этом знак ″−″ соответствует правой круговой поляризации, при кото-

рой вектор E
r

  вращается с течением времени по часовой стрелке, если смотреть 

в направлении распространения волны.  

• Для аналитического представления полей E
r

 и H
r

 в плоских волнах, 

распространяющихся в произвольном направлении, составляющем углы α,β,γ  с 

осями  x, y,z используют понятие  волнового вектора k
r

, который по величине 

равен волновому числу  k   и направлен в сторону распространения волны. Вы-

ражение  для вектора Е в этом случае представляется в виде 
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)(
00),,(

zkykxkirki zyxeEeEzyxE
++−− == &r&r&v

rr

,   (4.16) 

где zyx kkk ,, - проекции вектора k
r

 на оси x, y, z. 

• В анизотропных средах некоторые из электромагнитных параметров сре-

ды представляются в виде тензоров (1.13). Рассмотрим особенности распро-

странения электромагнитных волн в анизотропных средах на примере ионизи-

рованного газа – плазмы и феррита, находящихся в постоянном магнитном поле 

Н0. При оси z направленной  вдоль Н0, тензоры относительной диэлектрической 

(для плазмы) и относительной магнитной (для феррита) проницаемостей  име-

ют вид 
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 Среды, у которых анизотропия их свойств выражается тензорами такого ви-

да называются гиротропными, т.е. способными вращать плоскость поляризации 

электромагнитной волны. Компоненты теноров зависят в общем случае от час-

тоты электромагнитной волны, величины Н0., а также от собственных парамет-

ров среды. Например для плазмы, если не учитывать соударения электронов с 

молекулами, компоненты тензора определяются соотношениями 

2

2
0

z22

2
0

22

2
0 1    ,

)(
    ,1

ω
ωε

ωωω
ωω

ωω
ωε −=

−
=

−
−=

m

m

m
x b ,   (4.18) 

где e
e Nm

Ne 38,56
0

0 == εω  - плазменная частота, ω – круговая частота 

волны, 0
5

00 1021,2 HHm ⋅⋅== γµω - гиромагнитная частота электрона (частота 

свободного вращения электрона вокруг поля Н0) ,  е и m – заряд и масса элек-

трона, Кг
Кл1076,1 11⋅== m

eγ  - гиромагнитное отношение электрона, 

 Ne электронная концентрация эл/м3. 

Для намагниченного феррита, также без учета потерь, компоненты тензора 

представляются в виде 
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1    ,    ,1 z2222
≈

−
=

−
−= µ

ωω
ωωα

ωω
ωω

µ
p

s

p

ps
x ,  (4.19) 

где ωs=µ0γMS – вспомогательный параметр, MS – намагниченность насыщения 

феррита, ωр=µ0γH0. – частота ферромагнитного резонанса (частота свободного 

вращения спина электрона в поле Н0). 

В зависимости от ориентации направления распространения волны относи-

тельно Н0 выделяют два случая: продольного и поперечн7ого распространения. 

При распространении волны вдоль Н0. (продольное распространение) наблюда-

ется вращение плоскости поляризации линейно поляризованной волны = эф-

фект Фарадея. Угол поворота на единицу длины пути волны определяется по-

стоянной Фарадея ( )αµαµ
εµω

−−+= xxR
2

0  для феррита и 

 ( )bbR xx −−+= εε
µεω

2
00  - для плазмы.   (4.20) 

При поперечном распространении волны в гиротропной среде возможно 

существование типов двух волн – обыкновенной и необыкновенной. Волна, у 

которой вектор E
r
направлен перпендикулярно оси z называется обыкновенной. 

Если же вектор E
r

 параллелен оси z – то необыкновенной. Постоянные распро-

странения этих волн выражаются через параметры тензора rε  следующим об-

разом 

   ,)(     ,
22

x

x
ноzоб

b
c

k
c

k ε
εωεω −== ,   (4.21) 

где с скорость света. 

Обыкновенная волна является плоской волной, распространяющейся в 

плазме при отсутствии магнитного поля. Необыкновенная волна имеет особен-

ности: электрическое поле в ней имеет продольную составляющую 

Для намагниченного феррита формулы  для коб и  кно получаются из (4.21) 

заменой компонент тензора rε  на соответствующие компоненты тензора rµ . 
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4.1.1  Примеры решения типовых задач 

Задача №1 (волны в идеальном диэлектрике) 

Плоская электромагнитная волна распространяется в свободном про-

странстве (вакууме). Задана комплексная амплитуда магнитного поля 

)3/(
00)( π+−−= kyieHzyH

r&r . 

Определить:  1) Комплексную амплитуду электрического поля, 

2) Мгновенные значения векторов E
r

 и H
r

, 

3) Амплитуды полей Е0 и Н0 , если при t=0 в точке y=0 величина  вектора 

E
r

 равна 1 В/м, 

4) Величину векторов E
r

 и H
r
в момент времени t=10-6 c    в точке с коор-

динатой y=100 м, если частота волны f=1 МГц. 

Решение: 

1) Сравним заданное выражение для вектора H
r
с выражением (4.4). 

Очевидно, что в данном случае волна распространяется в положительном на-

правлении оси «y», в эту же сторону направлен вектор Пойнтинга. Изобразим 

систему координат (правовинто-

вую) и векторы ПH
rr

   и  в некоторой 

точке пространства. 

Подберем такое направление 

вектора E
r

, чтобы векторное про-

изведение [ ]HE
rr

⋅  было направлено 

вдоль оси «y». Направление век-

торного произведения определяется по правилу правого винта, т.е. направле-

нием движения винта при его вращении от первого вектора ко второму по 

меньшему углу. Очевидно, что вектор E
r

 будет направлен по оси x (рис. 4.1). 

Так как в идеальном диэлектрике векторы HE
rr

   и   синфазные, то комплекс-

ная амплитуда вектора E
r

 будет иметь вид 

)3/(
00)( π+−= kyieExyE

r&r . 

Рис.4

y

x

z

E
r

H
r

П
r
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Амплитуда Е0 определится через Н0 и волновое сопротивление среды 

(4.3)      000 WHE ⋅= . 

2) Мгновенные значения  напряженностей Е и Н определяются через 

комплексные амплитуды как  

[ ] [ ] )3/cos(Re)(Re),( 00
3/

00
)( πωπωω −−=⋅=⋅= −− kytExeExeyEtyE kytiti rr&rr

. 

Аналогично )3/cos(),( 00 πω −−−= kytHztyH
r&r . 

3) Определим Е0 из условия задачи 

Е(y=0,t=0) =Е0cos(- 3/π )=1 В/м. 

Отсюда  

м
A .

рW

E
  и  Н

м
В E 3

0
00 103055

120

2
2 0 −⋅==== . 

4) Чтобы определить мгновенное значение векторов E
r

 и H
r

 в заданной 

точке (у=100м) в момент времени t=10-6 c  подсчитаем значение фазы волны в 

этой точке для данного момента времени. Для этого найдем значение волнового 

числа k . Поскольку фазовая скорость в вакууме равна с- скорости света, то   

м
1 10

3

2

103

102 2
8

6
−=

⋅
== ππω

ck . 

Фаза волны в данной точке пути в заданный момент времени  определит-

ся как 

πππππωϕ =−⋅−⋅⋅=−−= −− 3/10010
3

2
101023/ 266kyt . 

Мгновенные значения векторов  НE
rr

  и  при у=100м и t=10-6 c =будут 

равны 

.м
А 10305.5zcosz-         ,м

В 2cos 3
000000

−⋅==−== rrrrrr
ππ HHxExE  

Задача №2 (волны в средах с потерями) 

Плоская электромагнитная волна  с частотой  f=1 МГц распространяется в 

морской воде с параметрами 
мОм

1
 1 ,81

⋅
== σε r . Определить фазовую скорость, 

длину волны, коэффициент затухания и волновое сопротивление среды. 
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 Решение: 

Вначале определим tg∆, при этом учтем, что по условию задачи известна 

относительная диэлектрическая проницаемость εr,  а в формулы для параметров 

волны входит полная диэлектрическая проницаемость  rεεε 0= , где 

м

Ф910
36

1
  0

−=
π

ε .  Кроме того, не задана магнитная проницаемость воды, но из-

вестно, что вода не является  ферромагнитным веществом и, поэтому 

м

Гн7104 0
−⋅== πµµ . Согласно (4.5) 

2
3

6

9

1022.2
9

102

81102

1036 ⋅≈⋅=
⋅⋅

⋅==∆
π

π
ωε
σ

tg . 

 Так как 1>>∆tg , то на этой частоте морская вода ведет себя как провод-

ник, т.е. амплитуда плотности тока проводимости много больше амплитуды 

плотности тока смещения. Определим k  и ′′′k по формулам (4.11). 

м
kk

1
987.1 

2

1104102

2

76

=⋅⋅⋅⋅=≈′′≈′
−ππωµσ

. 

Совершаемая при этом ошибка по отношению к точным формулам (4.7) 

не превышает 3104 −⋅ . Таким образом, коэффициент затухания равен 

м
k

1
987.1=′′ .    Определим фазовую скорость и длину волны 

м
k

р
л

с

м

kф 162.3
987.1

22
      10162.3

987.1

102
v 6

6

==
′

=⋅=⋅=
′

= ππω
. 

Сравним эти значения с фазовой скоростью в пустоте (а) и в дистиллиро-

ванной воде с параметрами  0  ,81 == σεr (б). 

.33.33    ;10333.3
81

103
  v)

;300    ;103   v)

7
8

8
0

м
f

v

с

мс
б

м
f

с

с

м
сa

ф

r
ф

ф

==⋅=⋅==

==⋅==

λ
ε

λ
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Видно, что увеличение диэлектрической проницаемости и проводимости 

вещества приводит к уменьшению фазовой скорости и соответственно умень-

шению длины волны в данном веществе. 

 Определим  волновое сопротивление среды. 

2
c

cos
Z

∆

⋅∆⋅=
i

e
ε

µ
& . 

Поскольку  tg∆ ≈222>>1, то 0

2
90   и  

1

1

1
cos ≈∆

∆
≈

∆+
=∆

tgtg
. 

Омeee
tg

Z iii

r
c

4/4/
97

4/ 811.2
22281

1036104

0

0 πππ ππ
εε
µ ⋅≈

⋅
⋅⋅⋅=⋅

∆
≈

−
& . 

Полученное значение волнового сопротивления означает, что отношение 

амплитуд полей Е и Н составляет 2.811 Ом и электрическое поле опережает по 

фазе магнитное  на 450.  

Задача №3 (вектор Пойнтинга в поглощающей среде) 

Плоская электромагнитная волна с частотой f=108 Гц распростра-

няется в среде с параметрами 1  0.4,  tg,25.2 r ==∆= µεr  в направлении оси 

«z». Амплитуда электрического поля в плоскости z=0 равна 100 В/м.    

Определить среднюю плотность потока мощности в плоскости z=1м и 

ослабление волны на этом расстоянии. 

Решение: 

Найдем угол потерь 021.77рад 38.04.0 =≈=∆ arctg . 

Определим волновое сопротивление среды  

 Ом 2.242
25.2

38.0cos
120

cos 19.019.02 ii
i

c eeeZ ==∆⋅=
∆

π
ε

µ
& . 

Определим среднюю величину  вектора Пойнтига в плоскости z=0 по 

формуле (4.11) 

2
4

19.0
4

2

Вт/м 27.20)19.0cos(
2.2422

10

2.242

1
Re

2

101
Re

2
)0( =

⋅
=







=







= − i

c
ср e

Z

E
П

&

&r
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Определим коэффициент затухания по формуле (4.7) 

м
1 101656.6)4.011(

2

1
25.2

103

102
)11(

2

1 12
8

8
2

0
−⋅=++−

⋅
=∆++−=′′ π

tgkk . 

На расстоянии  1 м  затухание вектора Пойнтинга  составит 

дБ 355.5)lg(e 10L или    432.3 1k212 === ⋅′′⋅′′ke . 

Задача №4 (произвольное направление распространения волны) 

Плоская волна распространяется  в вакууме. Магнитное поле  описывается вы-

ражением: 

)2cos(),,,( 0 zyxtHtzyxH πππϖ +−−=
rr

. 

1. Записать комплексную амплитуду напряженности магнитного поля. 

2. Определить частоту и направление распространения волны. 

3. Установить связь волнового вектора с векторами НE
rr

  и  . 

Решение: 

1. Заменим в выражении для H
r

 функцию cos на экспоненту от мнимого 

аргумента. Полученное  выражение называется комплексом вектора H
r

. 

tizyxti ezyxHeHtzyxH ωπππω ⋅=⋅= +−− ),,(),,,( )2(
0

&rv&r  , где 

)2(
0),,( zyxieHzyxH πππ −+−⋅=

v&r  - комплексная амплитуда магнитного 

поля. Аналогично запишется комплексная амплитуда вектора E
r

 

)2(
0),,( zyxieEzyxE πππ −+−⋅=
r

&v . 

2. Сравнивая  выражение фазового множителя в этих выражениях с фор-

мулой (4.16) приходим к заключению, что проекции волнового вектора рав-

ны 

2  ; ππ −=== zyx kkk . 

Величина волнового вектора определится как  

ππππ 22 222222 =++=++= zyx kkkk . 

Поскольку в вакууме 
c

f

c
k

πω 2== , то Гцf 8103⋅= . 
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Направление распространения волны  определяется углами α, β, γ между 

волновым вектором k
r

 и осями x, y, z,  

;2
2cos     ;2

1cos    ;2
1cos −====== k

k
k

k
k

k zyx γβα  

Отсюда 00 135    ;60 === γβα . Изобразим вектор k
r
 в системе координат 

(рис.4.2) 

3. Получим формулу, связывающую волновой вектор 

и векторы поля при отсутствии токов проводимости. 

Для общности рассмотрим  случай магнитодиэлек-

трика, в том числе и анизотропного, не уточняя кон-

кретной зависимости между векторами . и  , и HBED
rrrr

 

Все эти векторы имеют зависимость  от координат 

вида (4.16). Воспользуемся первым уравнением Мак-

свелла в комплексной форме. 

DiHrot &r&r ω=  

Представим Hrot &
r

 в виде определителя и учтем, что  

 

rki
z

rkirki
y

rkirki
x

rki eike
z

eike
y

eike
x

rrrrrrrrrrrr −−−−−− ⋅−=
∂
∂⋅−=

∂
∂⋅−=

∂
∂

     ;   ; , 

Тогда 

[ ] DiHki

HHH

ikikik

zyx

HHH

zyx

zyxHrot

zyx

zyx

zyx

&r&r
r

rrr
rrr

&r ω=⋅−=−−−=
∂
∂

∂
∂

∂
∂=

   ,    ,

,,

       ,       ,

,,

z
,

y
,

x

    ,  ,

),,(
000

000

. 

Отсюда получаем соотношение между векторами DHk
r&r

r
 и ,   

[ ]HkDщ &r
r

&r ⋅−= .     (4.22) 

Если вместо первого уравнения Максвелла использовать второе 

BiErot &r&v ω−= , 

Рис.4.2 
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то это приведет к формуле [ ]EkB &r
r

&r ⋅=ω .                         (4.23) 

Соотношения (4.22) и (4.23) являются формулировкой первых двух урав-

нений Максвелла для плоских волн в непроводящих средах. Из них следует, что 

для плоских волн в идеальных диэлектриках вектор  D
r

 всегда ортогонален век-

торам ,   и  Hk
rr

 а вектор B
r

 - векторам .  и  Ek
rr

 Соотношения (4.22) и (4.23) не 

несут дополнительной информации о полях Е и Н , кроме содержащейся в 

уравнениях Максвелла, но облегчают анализ полей в анизотропных средах, на-

пример, в оптических кристаллах [1]. 

В качестве примера применения формул (4.22) и (4.23), построим картину 

векторов поля в анизотропном диэлектрике с параметрами ,0 , ,ˆ 0 === σµµεε  

где ε - тензор диэлектрической проницаемости. В общем случае произвольно-

го направления распространения волны, векторы ED
rr

 и  не будут параллельны. 

Пусть они лежат в плоскости xoz, как показано на рисунке 4.3, и α - угол между 

ними. 

Из уравнений (4.22) и (4.23) следует ,что  а) HD kD
rrrr

⊥⊥  и   

б) EB kB
rrrr

⊥⊥  и  . 

Векторы H  и B
r

 (на рисунке не показан) в данном случае (µ= µ0) парал-

лельны. Поскольку  вектор H , согласно условиям а) и б), должен быть  перпен-

дикулярен векторам D
r

 и E
r

, то он может быть направлен только по оси «у». 

Вектор k
r

, согласно тех же условий, должен быть перпендикулярным векторам 

D
r

 и B
r

 (или H ) и поэтому он направлен вдоль оси «z». Вектор Пойнтинга 

[ ]HEП
rrr

=   лежит в плоскости xoz и составляет 

угол α с вектором k
r

. 

Это означает, что направления фазовой 

скорости (в направлении вектора k
r

) и групповой 

(в направлении вектора П
r

)  в анизотропном ди-

электрике отличаются на угол α. 

Рис. 4.3 
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Если среда  является изотропной, т.е. HBED
rrrr

µε ==   и  ,то взаимно  орто-

гональными будут векторы . и , kHE
rrr

 

Задача №5  (среднее значение плотности энергии) 

Среднее по времени значение вектора Пойнтинга в воздухе и идеальном 

диэлектрике с параметрами   εr =9, µr=1 равно Пср=1 Вт/м2. Определить: 

1) средние по времени значения плотности энергии в этих средах, 

2) амплитуды полей Е и Н . 

Решение: 

1) Вектор Пойнтинга связан с плотностью энергии и скоростью  дви-

жения энергии соотношением  
w

П
vэ

r
r = . При этом HE www += , т.е. энергия 

электромагнитного поля состоит из энергии электрического и магнитного 

полей. 

Скорость движения энергии монохроматических волн в идеальных ди-

электриках совпадает с фазовой скоростью vф. Будем обозначать величины, 

относящиеся к воздуху цифрой «1» , а к диэлектрику – цифрой «2». Электриче-

ские и магнитные параметры воздуха можно считать такими же, как у ва-

куума. Таким образом, скорости энергии  будут равны 

. 101   ; 1031 8
2

8
1

0000
с

мc
v

с
мcv

rrrr
===⋅===

εµεµεµεµ
 

Плотность энергии в воздухе и в диэлектрике соответственно будет 

равна     .3м
Дж

3м
Дж  10 10

3

1 8

2

2
2          ;

8

1

1
1

−− ==⋅==
v

П
w

v

П
w  

2) Определим соотношение между плотностями электрической и маг-

нитной энергии в идеальных диэлектриках. 

Известно, что средние по времени плотности этих энергий выражают-

ся формулами   

44

22
Нм

  ;    w
Ее

w срEср Н ==     (4.24) 
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и их отношение равно 1, поскольку ε
µ=

Н
Е . Таким образом, в любом иде-

альном диэлектрике плотности энергий электрического и магнитного полей 

плоских волн  всегда равны. В условиях данной задачи они будут равны 

      ; 102
1     ; 106

1
3м

Дж8
3м

Дж8
2211

−− ⋅==⋅== HEHE wwww  

Из формул (4.24) получим  

.
20

1

60

1

80240
4

2
1

1
1

2
0

1
1

       ;  

  ;         ;

м
АH

м
А

Z

E
H

м
ВE

м
Вw

E

w

E

ππ

ππ
ε

===

===
 

Конечно, эти же результаты могут быть получены так же из формулы 

(4.11).Изобразим в относительных единицах соотношение между полями  

Е и Н, а также плотностями энергии и скоростями. 

На рисунке 4.4 размер кубика пропорционален плотности энергии волны, 

а длины стрелок – величине соответствующих векторов. Таким образом, из 

решения данной задачи можно сделать следующие выводы: 

 

Рис. 4.4 

1) В идеальном диэлектрике плотности электрической и магнитной 

энергий одинаковы. 

2) При одинаковых векторах Пойнтинга в диэлектрике и вакууме ско-

рость волны в диэлектрике уменьшается, а плотность энергии увеличи-

вается по сравнению с вакуумом. 

 

4.2. Отражение и преломление плоских волн от  плоской  

границы раздела двух сред 

• Рассмотрим падение плоской электромагнитной волны на плоскую  

E 1

H 1

П 1

V 1
E 2

H 2 

П 2 

V 2 
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границу раздела двух сред. Плоскостью падения называется плоскость, прохо-

дящая через нормаль к поверхности раздела и направление распространения 

падающей волны. На рис. 4.5 плоскость падения – это плоскость рисунка. По 

отношению к плоскости падения различают волны с горизонтальной и верти-

кальной поляризацией. При вертикальной поляризации вектор Е  лежит в плос-

кости падения волны,  при горизонтальной – перпендикулярен ей. 

При падении электромагнитных волн на границу раздела двух сред  возни-

кают отраженные и преломленные волны. Направления распространения для 

них определяются законами Снеллиуса 

ψϕϕϕ sinsink    , 21 k&& ==′ .    (4.25) 

Амплитуды векторов E
r

 и H
r
отраженной и преломленной волн по отноше-

нию к амплитудам падающей волны определяются коэффициентами отражения 

R и прохождения T (формулы Френеля) 

;    ;  
coscos

coscos

 ;   ; 
coscos

coscos

21

21

12

12

пад

пр
В

cc

cc

пад

отр
В

пад

пр
Г

cc

cc

пад

отр
Г

Н

Н
T

ZZ

ZZ

H

H
R

E

E
T

ZZ

ZZ

E

E
R

&

&
&

&&

&&

&

&
&

&

&
&

&&

&&

&

&
&

=
+
−

==

=
+
−==

ψϕ
ψϕ

ψϕ
ψϕ

       (4.26) 

При этом  для обеих поляризаций справедливо соотношение 

TR && =+1 .     (4.27) 

Следует обратить внимание на то,  что коэффициенты R и T определены 

формулой (4.26) по разному для горизонтальной и вертикальной поляризации: 

как отношение  напряженностей полей Е 

или Н. Для коэффициента отражения это 

не имеет значения, поскольку падающие 

и отраженные волны распространяются в 

одной и той же среде и поэтому 

пад

отр

пад

отр

Н

Н

E

E
= . 

• При падении волны на границу 
Рис. 4.5 
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раздела двух идеальных диэлектриков могут наблюдаться два характерных яв-

ления: полное преломление и полное  отражение. Полное преломление суще-

ствует только при вертикальной поляризации, соответствующий угол падения 

называется углом Брюстера и определяется из соотношения 

21

2sin
rr

r
Б εε

εϕ
+

= .       (4.28) 

При падении волны из более «плотного» диэлектрика на границу с менее 

«плотным» ( 21 rr εε > ) при углах падения 0ϕϕ ≥  наблюдается полное отражение 

для обеих поляризаций. Угол 0ϕ  называется критическим углом и определяется 

выражением 

1

2
0sin

r

r

ε
εϕ = .     (4.29) 

Модули коэффициентов отражения при углах падения 0ϕϕ ≥  равны 1. Поле во 

второй (менее плотной) среде представляет собой неоднородную плоскую, по-

верхностную  волну, распространяющуюся вдоль границы раздела с фазовой 

скоростью 

ϕεµ sin

1

10

=фv      (4.30) 

и убывающую по амплитуде  при  удалении от границы по закону  ze ⋅−β , 

где   22
2

2

1
2 k   , 1sin r

r

r

c
k εωϕ

ε
εβ =−= .  (4.31) 

Неоднородной эта волна называется потому, что у нее поверхности равных ам-

плитуд и равных фаз не совпадают. В данном случае это плоскости  

z =Const и y= Const соответственно. 

• При падении волны из идеального диэлектрика на границу погло-

щающей среды закон Снеллиуса  ψϕ sinsink    21 k&& =  безусловно выполняется, 

но величина 2k& является комплексной, а 1k  - вещественной. Следовательно, 

угол ψ должен быть комплексным. Что в этом случае представляет собой пре-

ломленная волна? Анализ  показывает, что она является неоднородной плоской 
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волной, как и рассмотренная выше, но распространяющуюся под некоторым 

«истинным» углом преломления. Зависимость комплексной амплитуды пре-

ломленной волны от координат у и z представляется в виде 

)(0),(
zyiz

пр
zyeeEzyE

′+−′⋅− ⋅⋅= ααβ& ,    (4.32) 

 где для наглядности координата z заменена на z′ (рис.4.5) и обозначены 

ϕβϕαϕα 22
1

2
2

22
1

2
21 sinIm  ,sinRe  ,sin kkkkk zy −−=−== &&             (4.33) 

Истинный угол преломления определяется из соотношения 

z

y
иtg α

αψ =      (4.34) 

• При отражении от «оптически плотной» среды, т.е. при выполнении 

условия      12 kk >>& ,                (4.35) 

угол преломления ψ  согласно закону Снеллиуса (4.25) стремится к  нулю и 

преломленная волна распространяется практически перпендикулярно границе 

раздела, а вектора прпр HE
rr

 и становятся почти  ей параллельными. При этом, на 

поверхности такой «плотной» среды выполняются приближенные граничные 

условия Леонтовича, которые могут быть записаны в векторной  и скалярной 

формах 

[ ]       или         c2
1

1
01c21 Z

H

E
nHZE

t

t
tt

&
&

&r&r&&r ≈′⋅≈ ,   (4.36) 

где 11, tt HE &&  - тангенциальные составляющие полей Е и Н в первой среде, 0n′r -

нормаль к поверхности, направленная во вторую среду. 

Значение приближенных граничных условий Леонтовича состоит в том, 

что они связывают  тангенциальные составляющие полей Е и Н в первой среде 

непосредственно с волновым сопротивлением второй среды.  Конечно, “стро-

гие” граничные условия при этом  также остаются справедливыми и, в частно-

сти, выполняется 

   и   221221 HHHEEE tttt ≈=≈= . 
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Граничные условия Леонтовича широко применяются для определения по-

терь мощности на нагрев проводников. При этом удобно использовать понятие 

поверхностного сопротивления проводника 

s

t
S j

E
Z

&

&
& = ,      (4.37) 

где  tE& - тангенциальная составляющая вектора E
r

 на  поверхности проводника, 

sj& - плотность поверхностного тока. Можно показать, что поверхностное со-

противление металлов равно их волновому сопротивлению 

SScS iXRZZ +== 2
&& , 

где   
σδσ

ωµ 1

2
=== SS XR .     (4.38) 

Если глубина проникновении много меньше поперечных размеров провод-

ника, то SR  - активная часть поверхностного сопротивления  оказывается рав-

ной активному сопротивлению проводника на постоянном токе, но имеющем 

толщину, равную глубине проникновения δ . Этим часто пользуются для опре-

деления сопротивления проводников на высоких частотах например в теории 

линий передачи энергии. 

 4.2.1  Примеры решения типовых задач  

Задача №6 (отражение от границы двух диэлектриков) 

Плоская электромагнитная волна падает под углом ϕ=300 из воздуха на по-

верхность идеального диэлектрика с параметрами εr =4, µr=1, σ=0. Амплитуда 

вектора E
r

  падающей волны равна 1 в/м,  поляризация – горизонтальная.  Оп-

ределить 

1) амплитуды векторов E
r

 и H
r

 отраженной и преломленной волн,  

2) мгновенные значения векторов E
r

 и H
r

 в точке падения, 

3) среднюю по времени плотность потока мощности, переносимую каждой 

волной. 

Решение: 
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1) Обозначим все  величины, относящиеся к первой среде – воздуху циф-

рой «1», а ко второй среде – диэлектрику – цифрой «2». 

 Определим угол преломления из закона Снеллиуса  (4.25) 

ψϕ sinsin 21 kk = ,        где rrkk µµεεωµεω 002001     , == ; 

   0.968.cos     ;0314   ; 
4

1

4

30sin
sinsin 0

0

2

1 =′===⋅= ψψϕψ
k

k
 

Определим коэффициент прохождения для волны с горизонтальной поля-

ризацией по формулам (4.26) и (4.27). 

;60 Z   ;120   Z  ;
cosZcosZ

cosZ2

0

0
2

0

0
1

12

2 π
εε
µµπ

ε
µ

ψϕ
ϕ ====

+
=

r

r
cc

cc

c
ГT &&

&&

&
 

В результате получим     382.01  и   618.0 −=−== ГГГ TRT . 

Амплитуды векторов E
r

  отраженной и преломленной волн определятся 

как  

.0.382  и618.01618.0       
м

В
м

В
м

В
падГотрпадГпр ЕREЕTE −===⋅==  

Знак «−» у амплитуды отраженной волны означает  противоположное на-

правление электрического вектора отраженной волны по отношению к вектору 

E
r

 падающей волны. Амплитуды векторов H
r

 можно найти через векторы E
r

 и 

волновые сопротивления. 

;3  ,3 10013.110652.2
11

м
А

м
А

c

отр
отр

c

пад
пад Z

Е
H

Z

Е
H −− ⋅−==⋅==  

м
А

c

пр
пр Z

Е
H 310278.3

2

−⋅==  

В полученных результатах следует обратить внимание на то, что 

падпр HH > .  Это можно объяснить тем, что вторая среда – электрически более 

плотная (ε2>ε1), что приводит к уменьшению напряженности электрического и 

увеличению напряженности магнитного полей (см. задачу 4.5). 

2) Построим поля Е и Н в падающей, отраженной и преломленной волнах. 

Точки на рисунке 4.6 изображают векторы E
r

, направленные к нам (видно ост-
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рие стрелы), кружок с крестиком – вектор E
r

, направленный от нас (видно опе-

рение стрелы).  Изменение направления векторов E
r

 и H
r

 в отраженной волне 

связано с отрицательным значением коэффи-

циента отражения R. 

3) Определим средние значения векторов 

Пойнтинга во всех волнах.  Поскольку векто-

ры E
r

 и H
r

  в идеальном диэлектрике синфаз-

ные, то формула (4.10) упрощается 

c
c

ср H
Z

Е
НЕП Z

2

1

22

1 2
2

&=== .

.2м
Вт 10013.1

2

1

;2м
Вт 10193.0

2

1

;2м
Вт 10326.1

2

1

3
,

3
,

3
,

−

−

−

⋅==

⋅==

⋅==

прпрсрпр

отротрсротр

падпадсрпад

НЕП

НЕП

НЕП

 

 

Сравнение значений векторов Пойнтинга показывает, что  

Ппад,ср> Потр,ср+ Ппр,ср  

и может показаться, что это противоречит закону сохранения энергии. Однако, 

это не так. Чтобы убедится в этом, выделим вокруг вектора Пойнтинга в па-

дающей волне энергетическую трубку – область пространства, ограниченную 

векторами Пойнтинга. Пусть S –площадь поперечного сечения этой трубки. То-

гда, мощность падающей волны в этой трубке будет равна  

Ппад,ср ·S. Площадь энергетической трубки отраженной волны останется такой 

же, а в преломленной волне - увеличится из-за увеличения размера трубки в 

плоскости падения волны в 
ϕ
ψ

cos

cos . раз.  Размер трубки в поперечном направле-

нии не изменится. Таким образом, закон сохранения энергии требует чтобы 

мощность в энергетической трубке падающей волны была равна сумме мощно-

Рис. 4.6 
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стей в трубках отраженной и преломленной волн. Это приводит к равенству 

   
ϕ
ψ

cos

cos
,,, ⋅+= српрсротрсрпад ППП , 

которое, как нетрудно убедиться, выполняется. 

Задача №7 (поле при полном отражении) 

Найти фазовую скорость и глубину проникновения неоднородной плоской 

волны, возникающей при падении плоской волны из среды 1 с параметрами εr1 

=3.4, µr1=1, σ=0 на границу с воздухом - среда 2.  Угол падения 450, частота по-

ля 35 ГГц. 

Решение:  

Электрические параметры воздуха можно принять такими же, как у вакуу-

ма, т.е. εr2 =1, µr2=1, σ2=0. Определим угол полного отражения (4.29) 

0
0 8,32)

4.3
1arcsin( ==ϕ . 

Поскольку 0ϕϕ > , то в среде 2 будет существовать неоднородная плоская 

волна, называемая также поверхностной.  Согласно формул (4.30) и (4.31), ее 

фазовая скорость  и коэффициент убывания в среде 2 определяются выраже-

ниями  

 
с

м

r

ф
ф

cv
v  

8
0

8

1

1 10308.2
45sin4.3

103

sinsin
⋅=⋅===

ϕεϕ
. 

м

r

c
k 12

2

0

2
2

0
22  1012.61

sin

sin
1

sin

sin
⋅=−








=−








=

ϕ
ϕεω

ϕ
ϕβ . 

Глубина проникновения поля во вторую среду δ определится как расстоя-

ние, на котором амплитуда поля уменьшится в е≈2.71 раз. 

мм64.11
2

== βδ . 

Таким образом, поле в воздухе на границе с диэлектриком распространяет-

ся вдоль границы со скоростью меньшей скорости света и  "прижато" к границе 

с диэлектриком. 

Задача №8 (граничные условия Леонтовича) 
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Плоская волна с частотой f=1 МГц падает под углом 600 на поверхность 

металла с параметрами µr =100, σ = 107 Cм/м. Амплитуда электрического поля 

падающей волны 10 В/м.  Определить  среднее значение мощности, поглощае-

мой 1см2 поверхности металла. Как результат зависит от поляризации падаю-

щей волны? Какая доля мощности падающей волны тратится на нагрев метал-

ла? 

Решение: 

Определим амплитуду вектора H
r
падающей волны 

0W
ЕH пад

пад = , где 0W =120π Ом –  

м
А2 1065.2120

10 −⋅== πпадH . 

Среднее по времени значение вектора Пойнтинга  падающей волны равно 

   2м
Вт

,  1325.0
2

1 == падпадсрпад НЕП . 

Определим волновое сопротивление металла (4.13) 
σ

ωµ
2

)1(2 iZc +=& . 

Ом 102)1(
102

104100102
)1( 3

7

76

2
−

−
⋅⋅+=

⋅
⋅⋅⋅⋅+= πππ

iiZc
& . 

Рассмотрим далее отдельно случаи вертикальной и горизонтальной поля-

ризации (рис.4.7). В соответствии с формулами  (4.26), коэффициент отражения 

для металлов равен    1  ; 1 −≈≈ ГВ RR . 

 

 а) вертикальная    б) горизонтальная 

     поляризация         поляризация 

Рис. 4.7 
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На границе раздела  должны выполняться  “строгие” граничные условия 

для тангенциальных составляющих полей Е и Н в первой и второй средах 

2121     и    tttt HHEE == , 
 где отрtпадtt EEE +=1  и отрtпадtt HHH +=1 . 

Из рис.4.7 видно, что при любой поляризации на поверхности металла 

почти полностью взаимно уничтожаются  тангенциальные составляющие элек-

трических  и нормальные составляющие магнитных полей. В то же время нор-

мальные составляющие электрического поля и тангенциальные составляющие 

магнитного поля фактически удваиваются по отношению к падающей волне. 

а) Вертикальная  поляризация. 

При вертикальной поляризации  

м
А 103.52 2−⋅=≈+= падотрпадпр HHHH . 

Среднее значение вектора Пойнтинга в преломленной волне на границе 

раздела  определится согласно формуле (4.11) как  

2м
Вт 102.2102

2

1065.2
)Re(

2

1 63
42

2
2

,
−−

−
⋅=⋅⋅== πcпрсрпр ZНП . 

Поток вектора Пср через поверхность S  определяет среднюю мощность, 

переносимую волной через эту поверхность, 

∫ ⋅=
S

срср dsnПР
rr

,. 

где −n
r

нормаль к поверхности S. 

Выберем в качестве поверхности S участок поверхности металла площа-

дью ∆S =1 см2 и направим нормаль внутрь металла. (Соотношение между вели-

чинами векторов Пойнтинга для падающей и преломленной волн на рисунке 4.8 

сильно не выдержано). 

Мощность, поглощаемая площадкой ∆S 

металла, определится как 

ВтSПР српрпогл

100
, 102.20cos −⋅=⋅∆⋅=  

Рис.4.8 

n
r

падП
rпрП

r

∆S
ϕ

воздух

металл
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Мощность падающей волны, приходящаяся на эту же площадку, будет 

ВтSПР српадпад

60
, 106.660cos −⋅=⋅∆⋅= . 

Таким образом, при вертикальной поляризации отношение поглощенной и 

падающей мощностей составит      41033.0 −⋅=
пад

погл

Р

Р . 

б) Горизонтальная поляризация. 

При горизонтальной поляризации, как  следует из  рис. 4.7 

  
м

А 1065.2cos2 2−⋅=⋅≈+= ϕпадотрtпадtпр HHHH , 

то есть амплитуда магнитного поля преломленной волны уменьшилась в 2 раза 

по сравнению с вертикальной поляризацией. Очевидно, это приведет к умень-

шению преломленной мощности в 4 раза  и к уменьшению доли поглощенной 

мощности также в 4 раза, поскольку падающая мощность при этом не измени-

лась. 

Этот результат можно также объяснить, используя понятие поверхностно-

го тока (см. раздел 1,формула(1.17)). [ ]tHn
rrr ⋅=η  При вертикальной поляризации 

для данного угла падения поверхностные токи в два раза больше, чем при гори-

зонтальной. 

4.3  Задачи для самостоятельного решения 
4.1. Морская вода имеет параметры

м
Cм

rr 4 1,,60 === σµε . Определить 

относительную комплексную диэлектрическую проницаемость и тангенс угла 

потерь для частоты f= 120 кГц. 

Ответ: 410   tg;  10660 5 =∆⋅−= irε& .                      

4.2.  В некоторой точке пространства заданы комплексные амплиту-

ды полей 

.
м

А6.10.4H    ;  75.0 1285
0

060
0

045
0

045
0

30
00

0

zeyexezeyixE i-iii
м

В rrrrrr&r &r −−+−= +=  

Определить средний по времени вектор Пойнтинга. 

Ответ:
2000   960.3306.3083.5

м

ВтzyixПcр
rrrr

++−= . 
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4.3. Электромагнитная волна распространяется вдоль оси z. В плоскости 

z=0 амплитуда вектора E
r

=700 В/м. Погонное затухание волны 0.2 дБ/м. Опре-

делить амплитуду вектора E
r

 в плоскости z=400м . 

Ответ: Е=0.07 В/м. 

4.4. Плоская электромагнитная волна с частотой f = 800 МГц  распро-

страняется в вакууме. Волновой вектор образует угол 300 с вектором 0x
r

 и угол 

800  с вектором 0y
r

. Вычислите вектор k
r

. 

Ответ: 
м

zyxk 1)856.791.251.14( 000
rrrr

±+= . 

4.5.Электромагнитная волна с амплитудой напряженности электрическо-

го поля 250 В/м падает по направлению нормали на поверхность идеального 

диэлектрика с 2.3=rε . Найти модули средних по времени векторов Пойнтинга 

падающей, отраженной и преломленной волн. 

Ответ: ,2м
Вт   ,2м

Вт  ,2м
Вт  3.76 6.6 9.82 === протрпад ППП  

4.6. Плоская электромагнитная волна с горизонтальной поляризацией  

падает из воздуха под углом падения 600  на границу с диэлектриком, имеющим 

параметры 1   ,2.3 r == µε r . Амплитуда вектора E
r

 падающей волны равна 0.4 

В/м.Определить амплитуды векторов H
r

 отраженной и преломленной волн.  

Ответ:   102.9 105.5 ,
м

А    ,
м

А 44 −− ⋅=⋅= протр HH  

Ответ: . 1.68 нияпроникнове  глубина      , 10301.2 8
мм

с
мvф =⋅= δ  

4.7. Плоская электромагнитная волна падает нормально на пластину ди-

электрика без потерь толщиной d. Определить условие при котором пластина 

будет прозрачной, т.е. отраженная волна будет отсутствовать. 

Ответ: число целое- пластине, в волны длина -   ,5,0 рpd λλ ⋅=  

 4.8. На одну сторону диэлектрической пластины из воздуха падает пло-

ская электромагнитная волна под углом падения 300, не создавая отражения. 

Определить  поляризацию волны и относительную диэлектрическую прони-
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цаемость диэлектрика, Доказать, что отражения от другой стороны пластины 

также не будет. Ответ: поляризация вертикальная, 3=rε  

4.9. Среднее значение вектора Пойнтинга при распространении плоской 

электромагнитной волны уменьшается на 15 процентов на пути 2м. Определить 

коэффициент затухания в неперах на метр и в децибелах на метр и глубину 

проникновения поля в данную среду. 

Ответ: 0.0406 Нп/м, 0.352 дБ/м, 24.6 м 

4.10. Ионосфера, расположенная  над Землей на высоте более 80 км, явля-

ется ионизированным разреженным воздухом т.е.плазмой. В присутствии по-

стоянного магнитного поля Земли – Н0 она является гиротропной средой. Оп-

ределить компоненты тензора относительной диэлектрической проницаемости 

ионосферы, считая ее однородной плазмой , если среднее значение электронной 

концентрации (на высоте 300 км) составляет Ne =4·1011 эл/м3 , Н0 =40 А/м, час-

тота волны f = 7 МГц. 

Ответ: εx= 0.315, εz= 0.343, α= 0.138,. 

4.11. В условиях задачи 4.3.13 определить постоянную Фарадея и рас-

стояние на котором поворот плоскости поляризации составит 900. 

Ответ: R=0.0176 1/м, L=89,25м  

4.12. Ферритовый образец с диэлектрической проницаемостью εr=10 и 

намагниченностью насыщения МS=4·104 А/м помещен в постоянное магнитное 

поле с напряженностью Н0 =105 А/м. Определить частоту ферромагнитного ре-

зонанса и компоненты тензора rµ  на частотах f1=1,2 ГГц и f2=12 ГГц.    Ответ: 

ωp=2,21·1010 1/с,   1) на f1 µх=1.453, α = −0.154,  

              2)на f2 µх=0.962, α =0.128 

4.13. Для преобразования поляризации волны из линейной в эллиптиче-

скую или круговую можно использовать ферритовую пластину, намагниченную 

в направлении, перпендикулярном распространению волны – эффект Коттона – 

Мутона. Определить толщину пластины, при которой разность фаз обыкновен-

ной и необыкновенной волн на выходе из пластины составит 090± . Чем отли-
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чается поляризация волны на выходе пластины для  частот f1 и f2? Параметры 

феррита и значения частот приведены в задаче 4.3.16. 

Ответ: На частоте 1,2 ГГц толщина пластины равна 9,96 см, на частоте 12 

ГГц  7,12 см, отличаются направлением вращения вектора E
r

. 
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5  ИЗЛУЧЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН 

ЭЛЕМЕНТАРНЫМИ ИЗЛУЧАТЕЛЯМИ 
 

В данном разделе рассматриваются темы 

 Элементарные излучатели в свободном пространстве; 

 Диаграммы направленности элементарных излучателей над идеально 

проводящей землей; 

5.1  Краткие теоретические сведения 

В курсе электродинамики рассматриваются три элементарных излучате-

ля: электрический и магнитный диполи Герца и элемент Гюйгенса. Для опреде-

ления электрических и магнитных полей, создаваемых излучателями,  исполь-

зуются вспомогательные  функции  - электрический и магнитный векторные 

запаздывающие потенциалы MAA
rr

  и  . Более распространен электрический по-

тенциал, который в дальнейшем будем называть просто векторным потенциа-

лом. При известных токах возбуждения векторный потенциал определяется 

формулой 

∫
−

=
V

ikr
ст dv

r

ej
MA

r

&v

π
µ
4

)( ,     (5.1) 

где М-точка наблюдения, стj
r

- плотность сторонних токов, являющихся источ-

ником электрических и магнитных полей, r – расстояние от точки объема V, где 

находятся токи стj
r

 и точкой наблюдения М,  k – волновое число.  

Диполем Герца называется отрезок проводника, длиной l , по которому 

протекает переменный электрический ток Iст, причем ток предполагается по-

стоянным по длине диполя и λ<<l . Для диполя Герца векторный потенциал 

определяется  наиболее просто, как 

,
4

)(
r

eIl
MA

ikr
ст

π
µ −

=
r

r
    (5.2) 

где r – расстояние от середины диполя до точки наблюдения. 
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Поместим диполь в центре сферической системы координат, расположив 

его вдоль оси «z» (рис. 5.1). 

Поля Е и Н  в точке М, определяе-

мые через векторный потенциал (5.2), 

представляют в общем виде достаточно 

сложные функции сферических координат 

(r,θ,α). Для двух крайних случаев – ближ-

ней  и дальней зон эти выражения сущест-

венно упрощаются.  

Ближняя зона определяется усло-

вием kr<<1, или   r<<λ⁄2π.  

Комплексные амплитуды полей Е и Н в ближней зоне определяются вы-

ражениями:  

 ;sin
4

   ;cos
2

      ;sin
4 332

θ
πωε

θ
πωε

θ
π θα

r

lI
iE

r

lI
iE

r

lI
H стст

r
ст

⋅
=

⋅
=

⋅
= &&&  (5.3) 

Отметим характерные особенности полей в ближней зоне: 

• Поля не имеют волнового характера, так как фазы полей не зависит 

от координат, 

• Зависимость амплитуд полей в ближней зоне от координат такая 

же, как у электростатического  диполя и  отрезка проводника с постоянным 

током. Поэтому поля в ближней зоне называются квазистатическими. В ча-

стности, для них характерно быстрое убывание амплитуд полей с увеличе-

нием расстояния, как 1⁄ r2  или  1⁄ r3 . 

• Поля Е и Н сдвинуты по фазе на 900 , поэтому среднее значение век-

тора Пойнтинга равно нулю. Это означает, что движение энергии вблизи ди-

поля Герца носит колебательный характер. 

Дальняя зона определяется условием  kr>>1, или r>>λ⁄2π.. 

Комплексные амплитуды полей Е и Н в дальней зоне определяются вы-

ражениями:  

Рис. 5.1 
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 ;sin
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  ; 0      ;sin
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⋅=
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&&

   (5.4) 

 Характерные особенности полей в дальней зоне: 

• Формулы (5.4) представляют поля в  сферической волне, поскольку фа-

за полей постоянна на сфере с радиусом r. Вектора HE
rr

   и    перпендикулярны 

друг другу и направлению распространения волны.  

• Амплитуды полей убывают с расстоянием как 1/r, то есть гораздо мед-

леннее, чем в ближней зоне. 

• Поля Е и Н синфазные и их отношение равно волновому сопротивле-

нию данной среды для плоских волн –Zc. Среду будем считать идеальным ди-

электриком (σ=0). Среднее значение вектора  Пойнтинга (4.11) не равно нулю  

θ
π

2
2

2
2

2

sin
)(32

)(

2

1

2

1
c

cт
c

c
ср Z

r

lkI
ZH

Z

E
П === .          (5.5) 

Мощность, излучаемая диполем, может быть вычислена как интеграл по 

сфере в дальней зоне от  срП . Она может быть представлена в виде                                              

  , 
2

1 2
Σ∑ = RIP ст -                                    (5.6) 

где  ΣR  - сопротивление излучения диполя 

2)(
3

2
λ

π lZ
R c=Σ ,      (5.6а) 

  λ - длина волны в данной среде. 

Зависимость амплитуд полей Е или Н в точке наблюдения от угловых ко-

ординат при постоянном  r  называется амплитудной диаграммой  направлен-

ности. Для диполя Герца диаграмма направленности описывается функция  

θθ sin)( =F . В полярной системе координат диаграмма направленности имеет 

вид  тела вращения вокруг оси диполя (рис.5.2). 
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Магнитный диполь Герца – воображаемый диполь Герца, в котором 

вместо электрического тока протекает фик-

тивный магнитный ток м
стI   Переход от фор-

мул (5.3) и (5.4), определяющих поля диполя 

Герца, к соответствующим формулам для 

магнитного диполя Герца производится на ос-

нове принципа перестановочной двойственно-

сти   

  -   µε ↔−↔↔ ,I,   IHE м
стст

rr
.   (5.7) 

Магнитный диполь Герца может быть реализован в виде рамки c током 

или щелевого излучателя малых размеров по сравнению с длиной волны. 

Рамка с током эквивалентна магнитному диполю Герца, перпендикуляр-

ному  плоскости рамки при выполнении условия     

SIilI р
м
ст ⋅−= ωµ  ,    (5.8) 

где м
стI  и l магнитный ток и длина диполя, S  и  рI  - электрический ток и пло-

щадь рамки. 

Расположим  рамку  в начале координат так, чтобы  ее ось была направ-

лена вдоль оси z. В дальней зоне поле рамки с током определяется формула-

ми (5.4) с учетом (5.7) и (5.8). 

cZ

E
Hkre

r

cSZkpI
E α

θθ
πα −=−⋅=    ;sin

4

2

.      (5.9) 

Сопротивление излучения рамки определяется формулой 

4

2

3

38

λ
π S

cZ
р

R =Σ .                                             (5.10) 

Щелевой излучатель эквивалентен магнитному диполю Герца при усло-

вии, что  длина щели много меньше длины волны, распределение вектора E
r

 по 

длине щели постоянно, магнитный ток диполя и напряжение на щели  связаны 

Рис. 5.2 
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соотношением м
cтщ IU =2 .  При этом магнитный диполь располагается на по-

верхности щели, вдоль ее длины. 

Элемент Гюйгенса – участок фронта плоской волны с размерами много 

меньшими длины волны. Элемент Гюйгенса эквивалентен взаимно ортогональ-

ным электрическим и магнитным диполям Герца, расположенным в плоскости 

фронта волны. (Рис.5.3)  

Поле элемента Гюйгенса в дальней зоне, в сферической системе коорди-

нат, представляется в виде 

,)cossin)(cos1(
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rr&
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  (5.11) 

где SE&  - комплексная 

амплитуда напряженности 

электрического поля на по-

верхности элемента Гюйген-

са. 

Диаграмма направленности 

элемента Гюйгенса в главных 

плоскостях (α=0, α=π/2) опреде-

ляется выражением 

2

cos1
)2,()0,(

θπθθ +== FF .     (5.12) 

В полярной системе координат диаграмма направленности имеет вид 

кардиоиды (рис.5.4), причем максимум излучения направлен вдоль оси z (θ=0). 

Рис.5.3 
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5.2  Примеры решения типовых задач 

Задача №1 (поле диполя Герца) 

Найти амплитуду тока в диполе Герца и излучаемую им мощность, если 

его длина 5 см и в точке с координатами r = 1км, θ = π⁄2 амплитуда напря-

женности электрического поля Еθ =10-4 В/м. Частота колебаний  

150 МГц. 

Решение: 

Определим излучаемую длину волны. Поскольку параметры среды не за-

даны, то будем полагать, что это – воздух (или вакуум)  

м

с

с
м

f
c 2

110150

103

6

8

=
⋅

⋅
==λ . 

Определим  величину kr для оценки.   310
2 ⋅== π
λ
π

rkr . 

Поскольку  kr>>1, то точка наблюдения находится в дальней зоне  и по-

ле определяется формулой (5.4).Запишем ее для амплитуды Еθ, опуская фазо-

вые множители ikr-e и i  

θ
πθ sin

4
0

r

lWkI
E ст= .    Отсюда   

θ
π θ

sin

4

0klW

rE
I ст = . 

Рис. 5.4 
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Подставляя значения  r , θ  и ОмW  1200 π= , получим амплитуду тока в ди-

поле ААI ст
21012.2

15

1 −⋅≈=
π

. 

Сопротивление излучения диполя определяется формулой (5.6а) 

Ом
lW

R  5.0105
3

2 22
2

0 ≈⋅=






= −
Σ π

λ
π

. 

Средняя по времени мощность излучения определится как 

ВтRIP ст  1011.1
2

1 22 −
ΣΣ ⋅== . 

 Задача №2 (поле диполя Герца) 

Диполь Герца длиной 1м питается током частотой 1 МГц и амплитудой 

2А. Определить напряженности электрического и магнитного полей на рас-

стоянии 10м и 10 км и построить зависимости их амплитуд от углов 

θ и α при этих расстояниях. 

Решение: 

Аналогично решению предыдущей задачи, определим величины kr для 

двух значений r1=10м и  r2=10км. 

м
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211 ≈≈= krrkr

λ
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, 

Таким образом, расстояние r1  соответствует ближней зоне, а  r2 – даль-

ней. 

 Поля в ближней зоне описываются формулами (5.3). При выполнении 

расчетов учтем, что для воздуха 
k

W01 =
ωε
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Таким образом,  на расстоянии 10 м от диполя будут присутствовать две 

компоненты вектора E
r

 и одна – вектора H
r

. Их  диаграммы направленности в 

ближней зоне  в полярной системе координат имеют вид  

 

Рис. 5.5 

 На рисунке диполь выделен жирной линией.  Следует обратить внимание 

на то, что в ближней зоне существует значительное продольное электрическое 

поле Еr и на сдвиг по фазе между полями Е и Н. 

Поля в дальней зоне определяются формулами (5.4) . Определим  ампли-

туду αH  

м
А7

4
 sin 1033.3sin

104300

122
sin

4
θθ

π
πθ

πα ⋅⋅=
⋅⋅

⋅⋅== −
r

lkI
H ст . 

Электрическое поле имеет одну составляющую Еθ,  которую можно опре-

делить согласно (5.9) через Нα и волновое сопротивление 

м
ВHWE   sin10256.1sin1033.3120 47

0 θθπαθ ⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅= −− . 

Диаграмма направленности в дальней зоне описывается функцией sinθ и 

имеет вид  изображенный на рис. 5.5а для Нα или рис. 5.5б для Еθ. 

Задача №3 (диаграмма направленности диполя над землей) 

Определить  диаграммы  направленности в вертикальной и горизонталь-

ной плоскостях  диполя Герца, находящегося над идеально проводящей землей 

на высоте h. Рассмотреть случаи   вертикального и горизонтального диполей 

для высоты  h=  2/λ . 

Решение: 
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 Выберем прямоугольную систему координат для обозначения  

координат диполей и сферическую  - для координат точки наблюдения 

(рис. 5.6) Учет влияния идеально проводящей 

земли  на излучение антенн можно провести  

методом зеркальных изображений. Рассмот-

рим вертикальный и горизонтальные диполи, 

расположенные над поверхностью идеально 

проводящей земли (рис.5.7)  Отметим  для 

фиксированного момента времени на диполях 

положительные и отрицательные заряды и  

соответствующие им заряды на зеркальных изображениях диполей. Покажем 

направление токов в диполях и их зеркальных изображениях от положительно-

го заряда к отрицательному. Видно, что  токи в вертикальном диполе и его 

зеркальном изображении имеют одинаковое направление, а в горизонталь-

ном – противоположное.  

Перейдем к определению диаграмм направленности. Изобразим на рисун-

ке 5.8 условие задачи для вертикального диполя.  В точке А расположен вер-

тикальный диполь, в точке В – его зеркальное изображение с таким же на-

правлением тока.  
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Рис. 5.8 

Точка наблюдения М находится в дальней зоне, поэтому направления 

распространения волн от диполя и его зеркального изобрахения (волны, 

отраженной от земли) параллельны  и пересекаюся в бесконечно удаленной 

точке.  Расстояния АМ и ВМ отличаются на длину отрезка θcos2hВС = , это 

приводит к разности фаз полей в точке наблюдения 

θ
λ
πθϕ cos

4
cos2

h
hk =⋅=∆ . Амплитуды полей в прямой и отраженной волнах в 

бесконечно удаленной точке можно считать одинаковыми.Таким образом, 

сумма  полей в точке М  прямой волны и отраженной от земли будет 

пропорциональна выражению 

2
cos2)(1 2222 ϕϕϕϕϕ

ϕ ∆⋅=+=+
∆−∆−∆+∆−∆− iiiii eeeee . 

Модуль этого выражения  пропорционален функции  








=∆= θ
λ
πϕθ cos

2
cos

2
cos)(

h
F в
З

,   (5.13) 

      которая может быть названа множителем земли. 

          Амплитудная диаграмма направленности  будет определяться также 

собственной диаграммой направленности диполя  в вертикальной плоскости 

θθ sin)(0 =F . Таким образом, полная диаграмма направленности  будет яв-

ляться произведением диаграммы направленности вибратора в свободном про-

странстве на множитель земли. 

)coscos(sin)()()( З θθθθθ khFFF вв ⋅=⋅= .  (5.14) 
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Видно, что диаграмма направленности в вертикальной плоскости не зави-

сит от угла α и в пространстве представляет тело вращения вокруг оси z.  

В горизонтальной плоскости ( 2/πθ = ) диаграмма направленности ос-

танется такой же, как у вертикального диполя в свободном пространстве, 

т.е. окружностью, поскольку множитель земли не зависит от азимутального 

угла α. 1)(
090

=
=θ

αвF  

Для горизонтального диполя множитель земли будет другим,  посколь-

ку ток  в зеркальном изображении противоположен  по направлению току в 

диполе  








=∆= θ
λ
πϕθ cos

2
sin

2
sin)(

h
F г
З .    (5.15) 

Собственная диаграмма направленности горизонтального диполя в вер-

тикальной плоскости зависит от ориентации диполя относительно этой 

плоскости. На рисунке 5.6 диполь ось диполя направлена вдоль оси у. Собст-

венная диаграмма направленности в плоскости хоz является окружно-

стью 1)(
0

0 =
=α

θгF ,  а в плоскости уоz «восьмеркой» θθ
α

cos)(
090

0 =
=

гF .  

Таким образом, полные диаграммы направленности в вертикальной плос-

кости  -  плоскости хоz (иногда ее называют экваториальной) и в плоскости 

уоz ( соответственно – меридиональной) представляются выражениями 








== θ
λ
παθ cos

2
sin)0,(

h
F г  в экваториальной плоскости,           

(5.16) 








⋅== θ
λ
πθπαθ cos

2
sin)cos()2/,(

h
F г  в меридиональной плоскости  (5.17) 

На рис. 5.9 изображены множитель земли и диаграммы направленности 

в вертикальной плоскости для вертикального и горизонтального диполей для 

случая 2
λ=h .  Для удобства построения  вместо угла θ использовался угол 

возвышения γ =900 -θ, отсчитываемый от поверхности земли. 
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a) б) в) 

а - множитель земли для вертикального диполя в
ЗF (γ, α-любое) 

б - диаграмма направленности вертикального диполя, вF (γ, α-любое) 

в - диаграмма направленности горизонтального диполя. гF (γ,α=π/2) 

Рис. 5.9 

Диаграммы направленности обоих диполей в горизонтальной плоскости 

будут такими же, как  при отсутствии земли, т.е. для вертикального диполя – 

окружность, для горизонтального – «восьмерка», такая же как на рис. 5.5б 

для Еθ(θ). Это следует из того, что множитель земли не зависит от угла α. 

Задача №4 (Качественное определение диаграмм направленности) 

Во многих случаях можно определить вид диаграммы направленности 

излучателей, поднятых над землей, из достаточно простых физических сооб-

ражений. При этом можно исходить из следующих положений: 

1) Диаграмма направленности в вертикальной плоскости есть произве-

дение диаграммы одного элемента на множитель земли  

2).Множитель земли представляет собой диаграмму направленности 

изотропного излучателя, находящегося на той же высоте и с такой же поля-

ризацией поля излучения, что и реальный излучатель. Изотропный излучатель 

имеет диаграмму направленности в свободном пространстве в виде сферы, 

т.е. излучает равномерно по всем направлениям.  

3) Множитель земли  не зависит от азимутального угла α и в простран-

стве представляет собой  тело вращения относительно вертикали, проходя-

щей через антенну. 

4) Максимумы множителя земли )(θЗF  соответствуют направлениям, в 

которых поля излучателя и его зеркального изображения  складываются в фа-

зе или со сдвигом фаз 2π, 4π и т.д.  Нули диаграммы  множителя земли соот-
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ветствуют направлениям, в которых разность фаз полей в точке наблюдения 

равна нечетному числу π. 

4) Разность фаз  полей  в точке наблюдения  определяется разностью 

хода лучей от излучателя и его зеркального изображения до точки наблюдения 

(отрезок ВС на рис. 5.7), а также разностью фаз токов в излучателе и  зер-

кальном изображении.  При этом необходимо помнить, что разность хода ве-

личиной λ/2,3λ/2 и т.д. (нечетное число полуволн) соответствует сдвигу фаз 

равному нечетному числу π (π,3π и т.д.), а разности хода величиной λ,2λ и т.д. 

– сдвигу фаз 2π,4π и т.д. 

Покажем применение этих положений на примере диполя, находящегося 

над идеально проводящей землей на  .высоте h=λ. Будем, как и в предыдущем 

примере, использовать  угол γ, отсчитываемый от поверхности земли.  

Для случая вертикального диполя  токи в нем  и зеркальном изображении 

синфазные, поэтому вид  множителя земли будет определяться только разно-

стью хода лучей от диполя и  зеркального изображения. Направления макси-

мумов определятся из условия 

λγ phr ==∆ maxsin2  , где р=0,1,2.. 

В нашем случае (h=λ)  это соответствует значениям  1 ,2/1 ,0sin max =γ   

или    углам .90 ,30 ,0 000
max =γ  

Положения минимумов множителя земли определятся из условия 

2sin2 min
λγ phr ==∆ , где р=1,3.. 

Это соответствует углам 0348 и 0314 00
min ′′=γ  

Построенный по этим значениям углов множитель земли изображен на 

рисунке  5.10а сплошной линией. Пунктирной линией  показана диаграмма на-

правленности диполя в свободном пространстве в пределах изменения угла γ 

от 00 до 1800. Полная диаграмма диполя над землей определится как произве-

дение этих диаграмм. Приближенно это соответствует «вписыванию» мно-

жителя земли в диаграмму вибратора в свободном пространстве. Результат 

представлен на рис. 5.10б. 
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Для горизонтального диполя токи диполя и его зеркального изображения 

противофазные. Это приводит к тому, что максимумы множителя земли бу-

дут располагаться там, где были минимумы множителя земли для вертикаль-

ного вибратора и наоборот Полная диаграмма направленности горизонталь-

ного диполя совпадает с множителем земли и представлена на рис. 5.10в. 

 

Рис. 5.10 

 Учет влияния земли на диаграмму направленности излучателей, подоб-

ный приведенному выше, пригоден для любых антенн над идеально проводящей 

землей. Над реальными почвами он также применяется, но только если излу-

чатель поднят на высоту h>λ.   

Таким образом, определяя направления максимумов и нулей множителя 

земли и учитывая собственную диаграмму направленности излучателя, можно 

определить диаграмму направленности излучателя с учетом влияния земли. 

Задача №5 (электрический и магнитный диполи Герца ) 

Для радиолюбительского вида спорта «охота на лис» применяются на-

правленные антенны в виде диполя Герца и рамочной антенны, расположенные 

в одной плоскости, как показано на рисунке 5.11а. 

Определить соотношение между амплитудами тока в диполе и рамке, 

при котором диаграмма направленности будет иметь направление нулевого 

излучения, если l - длина диполя, S – площадь рамки, f – частота токов в дипо-

ле и рамке. 

Решение: 

Известно, что рамка с током при ее малых размерах (по сравнению с 

длиной волны) по своим свойствам аналогична магнитному диполю Герца, пер-

пендикулярному ее плоскости (рис.5.11б)  
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а)          б) 

Рис. 5.11 

Таким образом, данная  конструкция представляет собой взаимно орто-

гональные электрический и магнитный диполи Герца и при определенных соот-

ношения между токами диполя и рамки может иметь направление нулевого 

излучения, как элемент Гюйгенса.  

Рассмотрим поля Е и Н от диполя (рис. 5.12а)и рамки (рис. 5.12б) в сим-

метричных относительно  начала координат точках М и М1 

 

 а) б) 

Рис 5.12 

Векторы H
r

  от диполя (рис. 5.12а)  направлены в противоположные 

стороны, поскольку ориентированы по касательной к силовой линии магнитно-

го поля в виде окружности с центром в начале координат. Направления векто-

ров E
r

 определяется через векторы Пойнтинга в этих точках, которые на-

правлены от диполя. Для рамки в противоположные стороны направлены век-

торы E
r

, как касательные к силовой линии электрического поля в виде окруж-

ности, а направления векторов H
r

 определяются  через векторы Пойнтинга. 

Для выбранных направлений токов I и Iм  поля от диполя и рамки в точке М 

складываются, а в точке М1- вычитаются. 
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Приравняем комплексные амплитуды полей, созданных диполем (5.4) и 

рамкой (5.9) в точках  М и М1 в дальней зоне. При этом нужно учесть, что 

формулы (5.4) и (5.9) определяют поля в разных системах координат, связан-

ных с направлениями осей диполя и рамки. Направление на точки М и 

М1соответствует значению θ=900 
для обоих диполей.   

Подставляя в обе формулы θ=900  и приравнивая комплексные амплиту-

ды векторов Е, получим 

ikrcpikrc e
r

SZkI
e

r

kIlZ
i −− =

ππ 44

2

 или kSIiIl p= . 

При выполнении этого условия поля в точке М будут складываться, а в 

точке М1 - взаимно компенсироваться, так что диаграмма направленности 

будет иметь форму кардиоиды (рис.5.4). Мнимая единица «i», присутствую-

щая в этом условии, означает необходимый сдвиг фаз токов на 900 . 

 

5.3  Задачи для самостоятельного решения 

5.1. Диполь Герца длиной 1м возбуждается на частоте 10 МГц током с 

амплитудой 1А. Определить амплитуды напряженности электрического и 

магнитного полей в экваториальной плоскости вибратора на расстоянии 

1000м от него.   Ответ: Н=1,67·10-5 А/м , Е=6,28·10-3 В/м. 

5.2.  Как изменится результат предыдущей задачи для частоты 10 кГц?    

Ответ: Н=7,94·10-5 А/м , Е=1,43·10-4 В/м. 

5.3. При расчете экранов для электромагнитного поля широко использу-

ется понятие волнового сопротивления среды для  ближней зоны электриче-

ского и магнитного диполей Герца, которое определяется как отношение по-

перечных к направлению распространения составляющих векторов E
r

 и H
r

. 

Получите формулы для этих сопротивлений. О чем свидетельствует мнимый 

характер и зависимость от расстояния этих сопротивлений?    Ответ: 

ikrW
kr

i
W HE ==   ; . 
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5.4. Найти составляющие поля диполя Герца длиной 10 см в экваториаль-

ной плоскости на расстоянии а) 2м, б) 2км, если  частота колебаний составляет 

30 МГц.  Ответ:
В/мEА/мHб

В/мEА/мHa

  10425.9     ,105,2)

  597.0     ,102)
  4  6

  3

−−

−

⋅=⋅=

=⋅=

θα

θα  

5.5. Определить мощность излучаемую на отрезке длиной 1 м двухпро-

водной линии электропередачи, если по ней протекает ток с амплитудой 10 А. 

Расстояние между проводами  0.3м. 

Указание: рассматривать отрезок линии как рамку с током. 

Ответ: Вт101.1 22−
Σ ⋅=P  

5.6.  Рамочный излучатель диаметром 0ю5м возбуждается током 0ю3 А 

на частоте 25 МГц. Найти амплитуду напряженности магнитного поля в 

плоскости рамки на расстоянии 10 км и излучаемую мощность. 

Ответ: = Р=2.61·10-3 Вт, Н=1.3·10-7 А/м 

5.7. Определить направления максимумов и построить качественно диа-

грамму направленности в вертикальной плоскости горизонтального диполя 

Герца расположенного на высоте 1.5 λ над идеально проводящей землей.  От-

вет:  θ=33.550, 600, 80.40. 

5.8.  Площадь некоторой плоской цепи переменного тока составляет 

0.2λ2. Определить ее сопротивление излучения. Ответ: Ом 47.12=ΣR  

5.9. Излучатель в виде открытого конца прямоугольного волновода при-

ближенно можно рассматривать как элемент Гюйгенса. Определить напря-

женность электрического поля на расстоянии 100м в направлении максималь-

ного излучения . Амплитуда напряженности поля на раскрыве волновода ЕS=10-

3 В/м, площадь раскрыва  2·10-3 м2. частота 3 ГГц. 

Ответ: Е=2·10-7 В/м. 

5.10. В отличие от задачи №5 раздела 5.2 диполь расположен в центре 

рамки перпендикулярно ее плоскости. Определить диаграмму направленности 

такой антенны и соотношение между токами диполя и рамки при котором по-

ляризация поля в плоскости рамки будет круговая. 
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Ответ: Диаграмма направленности такая же как у диполя. kSIlI p ⋅=⋅ . 

5.11.  Построить диаграммы направленности горизонтального диполя 

Герца над идеально проводящей землей в вертикальной плоскости при h=2λ. 

Сколько лепестков имеет эта диаграмма направленности в диапазоне углов θ от 

0 до 90 градусов? Ответ:  четыре  лепестка. 

5.12. Амплитуда напряженности магнитного поля на расстоянии 100м от 

рамки с током в направлении ее максимального излучения составляет 3,6 

мкА/м.Определить диаметр рамки, если частота равна 12 МГц, амплитуда тока 

9А. Ответ: 10 см. 

5.13. Как изменится амплитуда магнитного поля диполя Герца в направ-

лении максимального излучения, если расстояние до точки наблюдения увели-

чится с10 м до 1000 м? Частота волны а)3 МГц, б) 3 кГц. 

Ответ: а) уменьшится примерно в 159 раз, б)Уменьшится в 104 раз. 

5.14 Получить выражение для множителя земли, если излучатель распо-

ложен на высоте h>>λ и землю нельзя считать идеально проводящей. Электри-

ческие параметры земли (ε,µ,σ),высоту расположения излучателя -h, длину вол-

ны – λ и поляризацию излучателя считать заданными. 

Указание: В точке отражения падающую волну считать плоской, угол γ 

отсчитывать от поверхности земли. 

Ответ: )()(1)( γγγ iФ
з eRF += , где )()()( γψγγ ieRR && =  - комплексный коэф-

фициент отражения, определяемый по формулам Френеля (4.26), 

λπγγψγ /2  ),sin(2)()( =−= kkhФ . 

5.15 Получить выражение для диаграммы направленности вибратора 

длиной L, считая распределение тока в нем равномерным по длине. Угол γ от-

считывать от поверхности земли. Определить ширину главного лепестка диа-

граммы направленности. 

Указание: разделить вибратор на малые отрезки – диполи Герца и опре-

делить поле в дальней зоне по принципу суперпозиции. 
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Ответ: )arcsin(22  ,
)sin(

))sin(
2

sin(
)cos(

2
)( 0 L

kL

kL
F λγ

γ

γ
γγ ==  
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6  ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ПОЛЯ В ВОЛНОВОДАХ 

 

В данном разделе рассматриваются темы: 

1. Условия распространения волн основного (низшего) и высших типов; 

2. Параметры распространяющейся волны; 

3. Структура электромагнитного поля; 

4. Особенности поляризации магнитного поля основной волны; 

5. Передаваемая мощность и плотность потока мощности в волноводе; 

6. Тепловые потери и затухание волны в волноводе; 

6.1  Краткие теоретические сведения 

 Полая металлическая труба произвольного сечения, внутри которой рас-

пространяются электромагнитные волны, называется волноводом. 

 В однородных волноводах (форма поперечного сечения и параметры за-

полняющей среды постоянны вдоль координаты распространения волны) с иде-

ально проводящими стенками могут распространяться волны электрического 

типа (Е), у которых 0=zH , а 0≠zE и волны магнитного типа (Н), у кото-

рых 0=zE ,  а 0≠zH . 

Из уравнений Максвелла получают инвариантные (справедливые для лю-

бой системы координат) соотношения, позволяющие определять поперечные 

составляющие полей через продольные для любого типа волны и волновода:  

     
.

2 0[ ]z zE i grad E i z grad Hγ β ωµ⊥⊥ ⊥ ⊥= − ⋅ + ⋅ ⋅
r r& & ,        (6.1) 

     
. .

2 0[ ]z zH i grad H i z grad Eγ β ωε⊥⊥ ⊥ ⊥= − ⋅ − ⋅
r r & ,        (6.2) 

где   0 0
X yE x E y E⊥ = +

r r r , 0 0
X yH x H y H⊥ = +

r r r   и  grad⊥ = 0 0x y
x y

∂ ∂+
∂ ∂

r r    -для прямоуголь-

ного волновода,   

0 0
rE r E Eαα⊥ = +

r rr , 0 0
rH r H Hαα⊥ = +

r rr  и grad⊥ = 0 0 1
r

r r
α

α
∂ ∂⋅ + ⋅ ⋅
∂ ∂

rr -для   случая кругло-

го волновода. 

 Основные параметры волн в волноводах  
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 2

в d

k

K

πβ
λ

= =  - постоянная распространения волны;                             (6.3) 

 
0

2 r rk
π ε µ

λ
=  - волновое  число в среде, заполняющей волновод;       (6.4) 

Конкретный тип волны в волноводе может распространяться только в том 

случае, если         0
кр

r

λ λ
ε

< ,                                                                                  (6.7) 

Критическая длина волны определяется размерами и формой поперечного се-

чения волновода, а так же типом волны mnE , mnH . Основным (низшим) типом 

волны считается тот, у которого крλ наибольшая. 

К параметрам волны, распространяющейся в волноведущих линиях, от-

носятся 

Средняя мощность, переносимая волной любого типа в любом волноводе, 

определяется интегрированием вектора Пойнтинга по поперечному сечению 

волновода 
.

0 *1
Re{ [ ]}

2ср

S

P z E H dS= ⋅ ⋅∫
r rr & .        (6.14) 

   

2

01
1d

r кр

K
λ

ε λ
 

= −   
 

 -  коэффициент дисперсии;                                           (6.5) 

    
крλ
πγ 2=⊥   -  поперечное волновое число.                                         (6.6) 

Длина волны  в 

волноводе 

Фазовая ско-

рость 

Групповая ско-

рость 

Характеристическое 

сопротивление 

ф

r d

c
V

Kε
= (6.9) d

гр

r

c K
V

ε
⋅=  (6.10)    0

в

r dK

λλ
ε

= (6.8) 

где с- скорость света 

0
H

d

W
Z

K
=     (6.11) 

0E dZ W K= ⋅   (6.12) 

π=
ε
µ

= 120W
0

0
0

(6.13) 
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Коэффициент ослабления волны α равен сумме коэффициентов ослабле-

ния  в металлических стенках мα  и диэлектрике дα , т.е. м дα α α= + . Потери в ме-

талле                            

2.

. .
*

1

2
Re[ ]

s

l
m

S

R H dl

E H dS

τ

α
⋅

= ⋅
⋅

∫

∫
rr r

,                             (6.15) 

где 
2

a
sR

ωµ
σ

=  - поверхностное сопротивление металла, 
.

τH  - составляющая 

магнитного поля, тангенциальная к поверхности стенок волновода. 

Потери в диэлектрике определяются с помощью выражения 

2

1
1

д

r кр

tg επ εα
λλ

ε λ

⋅ ⋅ ∆=
 

⋅ −   
 

.                (6.16) 

Для конкретного типа волны подстановкой решения для продольных 

компонент (ниже) в уравнения (6.1) и (6.2), получают выражения для состав-

ляющих векторов напряженностей электрического и магнитного полей. 

Волноводы прямоугольного сечения 

               Волны типа mnE   

.

02
cos sin i z

x
m mx ny

E i E e
a a b

ββ π π π
γ

−

⊥

   = − ⋅ ⋅ ⋅   
   

 

         
.

02
sin cos i z

у

n mx ny
E i E e

b a b
ββ π π π

γ
−

⊥

   = − ⋅ ⋅ ⋅   
   

 

.

0 s in s in i z
z

m x n y
E E e

a b
βπ π −   = ⋅ ⋅   

   
 

.

02
sin cos i z

x
m mx ny

H i E e
b a b

βπ π πωε
γ

−

⊥

   = ⋅ ⋅ ⋅   
   

                                 (6.17) 

.

02
sin i z

y
m mx ny

H i E cos e
a a b

βπ π πωε
γ

−

⊥

   = − ⋅ ⋅ ⋅   
   

                   

0
.

=zH . 

 

             Волны типа Нmn   
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.

02
cos sin i z

x
m mx ny

E i H e
b a b

βπ π πωµ
γ

−

⊥

   = ⋅ ⋅ ⋅   
   

 

.

02
sin cos i z

y
m mx ny

E i H e
a a b

βπ π πωµ
γ

−

⊥

   = − ⋅ ⋅ ⋅   
   

 

0
.

=zE  

.

02
sin cos i z

x
m mx ny

H i H e
a a b

ββπ π π
γ

−

⊥

   = ⋅ ⋅ ⋅   
   

                                           (6.18) 

.

02
cos sin i z

y
m mx ny

H i H e
b a b

ββπ π π
γ

−

⊥

   = ⋅ ⋅ ⋅   
   

 

.

0 cos cos i z
z

mx ny
H H e

a b
βπ π −   = ⋅   

   
  , 

где  
22

2 






 ⋅+






 ⋅=⊥ b

n

a

m ππγ  - поперечное волновое  число;  m,n – целые положи-

тельные числа; a,b – поперечные размеры широкой и узкой стенок волно-

вода соответственно;           0E  , 0H  - амплитуды волны, зависящие от пе-

редаваемой мощности; 

         
22

2








+







=

b

n

a

m
крλ  - критическая длина волны .                          (6.19) 

Основной волной в прямоугольном волноводе при a>b является волна 

Н10, ее критическая длина волны будет максимальной и , согласно (6.19), равна 

            aкрН 2
10

=λ               (6.20) 

Передача энергии осуществляется на основном типе волны, пока выпол-

няется условие (6.7), другие типы волн в волноводе не возбуждаются. 

Средняя мощность (6.14), переносимая волной Н10 в прямоугольном вол-

новоде определяется соотношением 

H
срH Z

abE
P

4

2
0

10
=  ,           (6.21) 

Для волны Н10  коэффициент затухания в прямоугольном медном волно-

воде  рассчитывается по формуле 
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2 2

2 2

0

2 2
0,104

2 2
,[ ];.. .. ,[ ]

2 2

s r r

m m

r r

b b
R

a a a aНп дб
или

м м
W b b

a a

λ λε ε
α α

λ λε λ ε

      + ⋅ +      
         = =

   ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −   
   

.      (6.22) 

Волноводы круглого сечения 

Для волноводов круглого сечения, работающих на волнах типа Hmn, кри-

тическая длина волны равна 

mn
кр

a

µ
πλ 2=  ,                                                                                       (6.23) 

где mnµ  - n – й корень производной функции Бесселя / ( ) 0mJ z = , а – радиус вол-

новода. Для волн  типа Emn  критическая длина волны равна 

mn
кр

a

ν
πλ 2= ,                                                                  (6.24)  где mnν - n – 

й корень функции Бесселя ( ) 0mJ z = . Значение корней mnµ  и mnν  приведены в 

таблице 6.1. 

Таблица 6.1. Значения корней νmn функции Бесселя ( )mJ z  

n 
m 

1 2 3 4 

0 2,405 5,520 8,654 11,792 

1 3,832 7,016 10,173 13,324 

2 5,136 8,417 11,620 14,796 

3 6,380 9,761 13,015 16,223 

Значения корней µmn производных функции Бесселя )(/ xJm  

n 
m 

1 2 3 

0 3,832 7,016 10,174 

1 1,841 5,331 8,536 

2 3,054 6,705 9,965 

3 4,200 8,017 1,.403 
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            Максимальная крλ  в круглом волноводе у волны типа Н11   

aкрH 41.3
11

=λ ,                                                                                   (6.25) 

а ближайшим к ней типом волны является Е01, для которой  

            aкрE 61.2
01

=λ  .                                                                                (6.26) 

Выражения для составляющих векторов поля в круглом волноводе имеют вид 

волны типа Нmn   

.

02
( ) sin( ) i z

r mE i m H J r m e
r

βωµ γ ϕ
γ

−
⊥

⊥

= ⋅ ⋅ ⋅  

.
/

0 ( ) cos( ) i z
mE i H J r m e β

ϕ
ωµ γ ϕ
γ

−
⊥

⊥

= ⋅ ⋅ ⋅  

0
.

=zE             (6.27) 

.
/

0 ( ) cos( ) i z
r mH i H J r m e ββ γ ϕ

γ
−

⊥
⊥

= − ⋅ ⋅ ⋅  

.

02
( ) sin( ) i z

m

m
H i H J r m e

r
β

ϕ
β γ ϕ
γ

−
⊥

⊥

= ⋅ ⋅ ⋅  

.

0 ( ) cos( ) i z
z mH H J r m e βγ ϕ −

⊥= ⋅ ⋅  

Волны типа mnE   

.
/

0 ( ) cos( ) i z
r mE i E J r m e ββ γ ϕ

γ
−

⊥
⊥

= − ⋅ ⋅ ⋅  

.

02
( ) sin( ) i z

m

m
E i E J r m e

r
β

ϕ
β γ ϕ
γ

−
⊥

⊥

= ⋅ ⋅ ⋅  

.

0 ( ) cos( ) i z
z mE E J r m e βγ ϕ −

⊥= ⋅ ⋅          (6.28) 

.

02
( ) sin( ) i z

r mH i m E J r m e
r

βωε γ ϕ
γ

−
⊥

⊥

= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

.
/

0 ( ) cos( ) i z
mH i E J r m e β

ϕ
ωε γ ϕ
γ

−
⊥

⊥

= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ . 

Нz=0 

Средняя мощность (6.14), переносимая волной Н11 в круглом волноводе  

11

2 2
0

4, 28срH
H

a E
P

Z

π=
⋅

 ,       (6.29) 
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в (6.29) величина Е0  - максимальная амплитуда напряженности электрического 

поля для волны Н11. 

        Мощность, переносимая волной Е01 в круглом волноводе, определяется [2] 

( )
01

22 2 4
0 01 1 01

2
012срE

E

E a J
P

Z

π β ν
ν

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
=

⋅ ⋅
  или  

01

2
00,778

cpE

E
Р

q

πωεβ
⊥

⋅=                     (6.30) 

Из соотношений (6.29),(6.30) находится амплитуда 0E  электрического по-

ля соответствующего типа волны. Например, для волны Е01 она равна 

           ( )01

2
01

0 22 4
01 1 01

2 ср E
E

P Z
E

a J

ν
π β ν

⋅ ⋅
=

⋅ ⋅ ⋅
     .                                (6.31) 

Средняя мощность, переносимая волной Н 01 определяется соотношением 

            
01

2
2 2
0

4
H

cpH
кр

H a Z
Р

π λ
λ

 
=   

 
                                                             (6.32) 

 Постоянные затухания (
м

нп ) для волн в круглом волноводе [2] имеют вид  

01

0

1Е S в
м

R

a W

λα
λ

=  ,                                                                          (6.33а)  

11

2

2
0

1 1

1.841
Н S в
м

кр

R

a W

λ λα
λ λ

  
 = +      

,                                                  (6.33б)     

2
2

2 2
0

1
mnН S в

м

mn кр

R m

a W m

λ λα
λ µ λ

  
 = +   −   

.                                          (6.33в) 

Электрические поля любого типа волн в волноводах  можно использовать 

для нагрева, сушки или сублимации диэлектриков, имеющих конечную удель-

ную проводимость σ . Для этого следует поместить тонкий слой диэлектрика, 

чтобы не изменилось первоначальное поле,  в электрическое поле волны волно-

вода и определить мощность тепловых потерь РТ в нем.  

    [ ]2

Т

Vд

P E dV Втσ= ⋅∫     или   
2

Т д

Vд

P tg E dVωε= ⋅ ∆⋅ ∫       ,                               (6.34)  

где, например, для цилиндрического волновода 222
zr EEEE ++= α , 

 а для прямоугольного           2 2 2
x y zE E E E= + + . 
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Мощность тепловых потерь расходуется на нагрев диэлектрика. Процесс 

сопровождается повышением температуры диэлектрика и возгонкой влаги. 

Чтобы нагреть образец весом m кг на T∆  градусов (от Тн - начальной до Тк - ко-

нечной температуры, т.е. T∆  = Тк - Тн) при его удельной теплоемкости 

Дж

кг К
γ  
 ⋅ 

, необходимо затратить [6] энергии  

                      ][1868.4 ДжTmW ∆⋅⋅⋅= γ  ,                                                        (6.35) 

которая связана с СВЧ мощностью и временем k нt t t∆ = − нагрева выражением 

[ ]Т

W
P Вт

t
=

∆
                                                          (6.36,а) 

Подставляя (6.36) в (6.36а), получаем соотношение, связывающее параметры 

диэлектрика с величиной мощности,  требующейся для его нагрева   

                 [ ]4.1868
Т

m T
P Вт

t

γ⋅ ⋅ ⋅∆=
∆                                                      (6.36,б) 

Можно определить из (5.36,б)  температуру или время разогрева, если что-то 

одно будет известно. 

0 4.1868
[ ], [ ]

4.1868
Т

Т

P m T
T t С или t с

m P

γ
γ

⋅ ⋅ ⋅ ∆∆ = ∆ =
⋅ ⋅

K K .                          (6.37) 

 
6.2 Примеры решения типовых задач 

Задача №1 ( Построение структуры поля) 

В прямоугольном волноводе возбуждена волна типа Н11. Размеры попе-

речного сечения  a  и  b ( рис. 6.1). 

Требуется получить уравнение силовых 

линий электрического поля. 

Решение 

Электромагнитное  поле является век-

торным полем и графически представляется 

линиями векторов HиE
rr

. Выражение векторной линии E
r
  в прямоугольной 

системе координат  имеет вид   

Рис. 6.1 
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x y z

dx dy dz

E E E
= = .                                                 (6.38) 

 Для решаемой задачи проекции векторов электрического поля из (6.1) 

равны                       
y

Hj
Е z

x ∂
∂

−=
2χ
µω ,    

x

Hj
Е z

y ∂
∂

=
2χ
µω ,   Еz=0.                           

(6.39) 

Из (6.38), согласно (6.39), уравнение векторной линии электрического по-

ля волны  Н11    записывается в виде   

               0dyEdxE xy =− .                                                           (6.40) 

Подставляя в (6.40) компоненты из (6.39), получим    

                     0
Hz Hz

dx dy
x y

 ∂ ∂+ = ∂ ∂ 
  .                                                             (6.41) 

Уравнение (6.41) представляет полный дифференциал, т.е. dHz=0 , решение ко-

торого с учетом  (6.18) для волны Н11 должно иметь вид  

 0 cos coszH H x y const C
a b

π π   = = =   
   

  или cos cosx y const C
a b

π π    = =   
   

    (6.42а) 

         или         cos
cos

a C
x arc

y
b

ππ
=

 
 
 

                                                      (6.42б) 

Уравнение (6.42б) являться уравнением линии вектора E
r
 волны Н11, ле-

жащей в плоскости z=const, т.к. оно получается из уравнения силовых линий. 

Как  должно производиться построение силовых линий вектора  E
r
 ?  

Силовая линия соответствует любому определенному значению постоянной 

С, которое может принимать, согласно (6.42а),  величину в пределах  

1 1C− ≤ ≤ .    

Каждому значению  С, взятому в этих пределах, соответствует одна сило-

вая линия электрического поля волны Н11. 

 Найдем линии вектора  E
r
 при некоторых значениях С. 

       I. Пусть С=0. Что представляет собой силовая линия вектора  E
r
 при C = 0? 
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Физически – отсутствие поля Е на этой линии, а 

местоположение точек этого случая находится из 

(6.42а).   Если C = 0, то      cos cos 0x y
a b

π π    =   
   

, 

что имеет место только при   

а).  0
a

x
cos =π , т.е. при  

2

a
x = ;  а  y →   любое зна-

чение в интервале от 0−b, 

   б).   0
b

y
cos =π ,  т.е.   

2

b
y = ;  а  x →любое                             значение в интер-

вале от 0−а. 

   Вывод: Если   С=0,  то векторными линиями будут две взаимно  ортогональ-

ные линии, проходящие через координаты  
2

a
x =  и  

2

b
y =  (рис. 6.2). 

      II.  Пусть C = ±±±±1.   Что представляет собой силовая линия поля  при C = ±1? 

Как следует из (6.42а) при 

           С =1  :    x = 0,   y = 0        и     x=a,  y=b;   

           С = -1:    x =0,    y = b       и    x=a,  y=0. 

Таким образом, при C = ±1 силовые линии поля вырождаются в точки 

(рис.6.2). 

        III.  Пусть значение С будет любым.       Например, C = ±0,2. 

             Тогда из (6.42б) имеем              
0,2

cos
cos

a
x arc

y
b

ππ
±=
 
 
 

 

Изменяя координату  y  в пределах  0 y b≤ ≤ , получим координаты точек  

х,  соответствующие заданной кон-

станте  С.  

Семейство силовых линий поля  

Е волны Н11 на поперечном сечении 

прямоугольного волновода для этого 

случая изображено  на рис. 6.3.  

Рис. 6.2 

Рис. 6.3 
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Следует заметить, что, в силу граничного условия Еτ = 0, силовые линии 

вектора E
r
 в точке соприкосновения со стенками волновода всегда ортогональ-

ны к стенкам. 

Найдите сами силовые линии вектора Е
r
, пользуясь (6.42б), для значений 

С=±0,5; ±0,7; ±0,9. Результаты расчета внесите в таблицу 6.2  (для примера при-

веден расчет при С=0,6) и изобразите их на рисунке поперечного сечения вол-

новода. 

Таблица 6.2 

 

 

В области I константа С (рис.6.3) имеет положительное значение, напри-

мер  С= 0,2, но значение  y не превышает b/2.  

В области II константа С имеет отрицательное значение, например,  

С= - 0,2 , но  0,5·b<у <b, и 0cos cos
y

b

π α=  имеет отрицательные значения,  а  от-

ношение ( )cos /

C

y bπ
 остается положительным. Угол  αо > 90о , поэтому cos (πy/b) 

удобно в этих случаях представлять в виде  cos(1800- α).                                               

С                                      0,6 

0cos cos
y

b

π α=  
1 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 

y
b

πα =0     440 530  

Координата 
180

0b
y

α=  
   0,24b 0,29b  

/ cos( )C y
b

π     0,85   1    

cos( / cos( ))arc C y
b

π =ψ 
   300   00    

Координата  х=(a·ψ)/π    1/6·a   0  
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Если известно расположение силовых 

линий электрического поля волны, то можно 

изобразить линий магнитного поля на попе-

речном сечении волновода. Следует учесть, 

что линии полей E
r

 и H
r

 взаимно ортого-

нальны. Поэтому, зная расположение сило-

вых линий E
r

 (или H
r

), легко  начертить се-

мейство силовых линий H
r

 (или наоборот), сохраняя их ортогональность в каж-

дой точке. На рис. 6.4 представлены поля E
r

 иH
r

 волны типа Н11.   

 

Задача №2  (Поляризация вектора H
r

 волны типа Н10 ) 

В волноводе прямоугольного сечения (рис.6.1) распространяется про-

стейшая волна  Н10.  Требуется определить для этого типа волны:  

а) вид поляризации магнитного поля; 

б) области правой и левой поляризации магнитного поля; 

в) наличие областей линейной и круговой поляризации магнитного поля. 

Решение  Определение вида поляризации 

Пользуясь уравнением (6.18) и полагая m=1, n=0  для волны типа Н10, за-

пишем выражения для мгновенных составляющих магнитного поля Нx   и   Hz  

бегущей волны  

                       
( ) ( )

( ) ( )

0

0

sin sin sin

cos cos cos

x xo

z zo

a x
H H t z H t z

a

x
H H t z H t z

a

β π ω β ω β
π

π ω β ω β

 = − = −    


  = − = −    

,                       (6.43) 

где                    
0 0 sinx

a x
H H

a

β π
π

= - амплитудное значение составляющей Нх, 

                          0 0 cosz

x
H H

a

π=  - амплитудное значение составляющей Нz. 

Из (6.43) видно, что вектор H
r
лежит в плоскости xoz , амплитуды состав-

ляющих магнитного вектора не равны: Нх0 ≠ Нz0, и между составляющими Нх и 

Рис. 6.4 
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Нz, существует сдвиг фазы π/2, так как фазовые члены имеют вид  

( ) ( )ztcos;ztsin β−ωβ−ω . 

Если амплитуды составляющих вектора не равны между собой, а сдвиг 

фаз составляет любую величину, не равную нолю, то поляризация поля эллип-

тическая. Итак, в нашем случае поляризация магнитного поля волны Н10 эллип-

тическая. Можно определить большую и малую полуоси эллипса поляризации 

вектора магнитного поля в произвольной точке внутри волновода. Для этого 

выражения (6.43) представим в виде 

( )
0

sin

sin

xH
t z

a x
H

a

ω β
β π
π

= −
 
  

,       ( )
0

cos

cos

zH
t z

x
H

a

ω β
π

= −
 
  

                  (6.44) 

 Если оба эти уравнения возвести в квадрат и сложить, то получится канониче-

ское уравнение эллипса 

  
2

2

0 sin

xH

a x
H

a

β π
π

+
 
  

 
2

2

0

1

cos

zH

x
H

a

π
=

 
  

, 

оси которого совпадают с осями координат  x  и  z, и в котором большая и малая 

полуоси эллипса имеют вид    

   0 sin
a x

H
a

β π
π

 
  

 = Hх0 -  х- овая полуось,                           (6.44,а) 

       0 cos
x

H
a

π 
  

 = Hz0 -  z- овая полуось.               (6.44,б) 

Из  (6.44,а)  следует, что эллиптичность поляризации в каждой точке плоскости  

х- const зависит от длины волны в волноводе 








λ
π=β
в

2 и ширины волновода  а  .   

Отметим, что вращение вектора  магнитного поля, равного  
0 0

X ZH x H z H= +
r r r

,  

происходит в плоскости XОZ . 

         Определение направления вращения эллиптической поляризации век-

тора Н при х- const.  

Для этого, исследуем знаки  Нхо  и Нzo  в (6.44а), (6.44б) при изменении х 

2/0 ax ≤≤  
axa ≤≤2/  
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0 sin 0xo

a x
H H

a

β π
π

 = >  
 при ax0 ≤≤ ; 0

0
cos

0zo

x
H H

a

π > =   <  
при 

 

Таким образом, можно отметить, что существует в волноводе две области 

Область I:   2/ax0 ≤≤ , Область II: ax2/a ≤≤ , 

Нхо > 0   и   Нzo > 0 Нхо > 0,  а   Нzo < 0 

В каждой из этих областей (рис. 6.5) опреде-

лим направление вращения вектора  H
r

 

(6.44),  при z= const, но при изменении вре-

мени, т.к. поляризация временная характе-

ристика. 

Область I:      ( 2/ax0 ≤≤ ),  z-const  

Сл.1. Пусть время  t = t1;  

фаза (ω t1 -β z) = 0,  тогда  Нх1 = 0; 1 0 cos 0z

x
H H

a

π= > .  (рис.6.6)  

Сл.2. При  t = t2> t1; пусть фаза  (ω t2 -β z) = π/4, т.е. cos 45о=sin45о , 

тогда  2 0

1
sin

2
x

a x
H H

a

β π
π

= ⋅ ;    2 0

1
cos

2
z

x
H H

a

π= ⋅ <. 1zH  (см. рис.6.6) 

 

Рис. 6.6. Область I Рис.  6.7. Область  II 

Суммарный вектор 2H
r

 повернулся относительно 1zH при изменении вре-

мени от t1 до t2.  Если смотреть со стороны оси у, то вращение вектора 

Рис. 6.5 
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H
r
происходит против хода часовой стрелки, что определяет левую поляри-

зацию (рис. 6.6). 

Область II :    ( ax2/a ≤≤ ). 

Сл.1. При t = t1; фаза  (ω t1 - β z) = 0,  Нх1 = 0; 1 0 cosz

x
H H

a

π = −   
<0. 

Сл.2. При  t = t2 > t1;    (ω t2 - β z) = π/4,   2 0

1
sin

2
x

a x
H H

a

β π
π

= ⋅ ; 

2 0

1
cos

2
z

x
H H

a

π = − ⋅  
  Суммируя компоненты , получаем вектор 2H

r
. 

Суммарный вектор 2H
r

 при изменении времени от t1 до t2 повернулся от-

носительно 1zH , имеющего вначале отрицательное значение, по часовой 

стрелке. Направление вращения поляризации  по часовой стрелке говорит о 

том, что это правая поляризация (рис. 6.7). 

Нахождение областей линейной и круговой поляризации 

Когда эллипс поляризации может вырождаться в прямую линию? 

 Только если одна  из его полуосей обращается в ноль. 

Согласно (6.44б), Hz0  - z-овая полуось эллипса обращается в ноль при 

2a

x π=π , т.е. при 
2

a
x = . Вектор H

r
 при 

2

a
x =  оказывается направленным вдоль ко-

ординаты х (линейная поляризация). Если потребовать, чтобы Hх0 - x-вая полу-

ось (6.44а) обращалась в ноль, то это будет возможно при  x = 0  и  х = a. Плос-

кость поляризации, в которой лежит вектор H
r

, тогда направлена вдоль коорди-

наты   z  (рис.  6.8). 

Найдем, где расположены точки, 

на которых эллиптическая поляри-

зация превращается в круговую по-

ляризацию. 

Условием круговой поляризации 

является равенство полу-

осей эллипса:                             

Рис.6.8 
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Нх0 = Нz0., т.е. 0 0cos sin
x a x

H H
a a

π β π
π

   =      
. 

Значения  
a

x
sin

π
 на всем участке  ax0 ≤≤   остаются положительными, 

поэтому следует поставит модуль     cos sin
x a x

a a

π β π
π

= . Это означает, что левой 

части этого уравнения соответствуют два значения х: 

2/ax0 1 ≤≤ ;  0
a

x
cos 1 >π ,   и   2/ 2a x a≤ ≤ ;  0

a

x
cos 2 <π . 

Следовательно,  
a

x
ctg

a 1π=
π

β ;  






 π−π=π−=
π

β
a

x
ctg

a

x
ctg

a 22 . 

Отсюда следует, что существует две плоскости, где наблюдается на волне 

типа Н10 круговая поляризация, и координаты их определяются как 










λπ
=

в

1

a2
arctg

a
x ; 









λπ
−=

в

2

a2
arctg

a
ax                                        (6.45 

Направление вращения круговой поляризации (правая – левая) определяется 

аналогично рассмотренному направ-

лению эллиптической поляризации. 

На рис. 6.9 показан процесс 

преобразования поляризации при z-

const вдоль линии ax0 ≤≤  при изме-

нении времени. 

Можно  качественно показать 

тип поляризации и направление вращения вектора магнитного поля, воспользо-

вавшись только его структурой магнитного поля, перемещающейся вдоль оси 

волновода с фазовой скоростью.  

Пусть в момент времени t1 наблюдатели находятся в точках  А  и  Б (плос-

кость 1-1 на рис. 6.10), задана структура поля, которое с фазовой скоростью Vф 

распространяется по оси z. Через время  t2-t1 плоскость 2-2 переместится к 

плоскости 1-1. В точках А и Б направление вектора H
r

 окажется таким , каким 

оно было в плоскости 2-2  (при х - const) в момент времени t2. 

Рис.6.9 
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Направление вектора магнитного поля в точках наблюдения по мере пе-

ремещения волны будет меняться так, что в точке  А он поворачивается против, 

а в точке  Б  - по движению часовой 

стрелки. 

При х = 0 или x a=   вектор 

H
r

  направлен только вдоль оси z 

(линейная поляризация); при        

x=a/2  вектор  0H x H=
r r , т.е. направ-

лен только по оси х (линейная поля-

ризация). В зависимости от длины 

компонент вектора H
r

, может быть 

получена круговая и эллиптическая 

поляризации. 

 

     Задача №3 (Параметры волны) 

      В прямоугольном волноводе се-

чением  a х  b = 23х10 мм2 , с воздушным заполнением  возбуждаются  колеба-

ния с частотой  f = 15ГГц. 

Определить, какие типы волн могут распространяться в волноводе, их 

длины волн, фазовые и групповые скорости и волновое сопротивление? 

Решение 

Условие распространения волн (6.7) имеет, в нашем случае, 

вид   λλλλ0 < λλλλкр , 

Согласно (6.19), для  прямоугольного волновода 

                            
22 )()(

2
,

b

n

a

m
mnmn EH

кр

+
=λ ,   

m = 0,1,2,…;   n = 0,1,2, …. – для волн типа Нmn,; 

            и       m = 1,2,…;   n = 1,2,3, …. – для волн типа Еmn. 

Рис.6.10 
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Определяя критические длины волн  для разных типов волн и проверяя  

выполнение неравенства, мы выясним какие типы волн будут распространяться 

в волноводе.  

Для заданной частоты f , найдем λ0.    

         λ0=c/f = 3⋅1010/ 15⋅109 = 2 см.    

22
22 )3,2(

6,4

)
0,1

()
3,2

(

2

nmnm
кр

+
=

+
=λ                                                         (6.46) 

Изменять в (6.46) следует индексы m и  n , от малых значений до тех пор 

пока неравенство λ0 < λкр  перестает иметь место. Заметим,  чем меньше индек-

сы  m  и  n, тем больше длины критических волн при неизменных  a  и  b. Дан-

ные расчета заносим в таблицу 6.3. 

  Таблица 6.3 

m n λкр [см] 
Условие распространения  

2 см <  λλλλкрmn  выполняются ? 

Для какого типа вол-

ны 

1 0 4,6 Да Н10 

2 0 2,3 Да Н20 

3 0 1,53 Нет Н30 

0 1 2,0  Нет Н01 

1 1 1,84 Нет Н11, Е11 

2 1 1,016 Далее все типы волн не рас-

пространяются 

Диаграмма типов 

волн приведена ниже 

Вывод: в волноводе, заданного сечения, на частоте  15 ГГц  могут рас-

пространяться только два типа волны  Н10 и Н20.  

Определим для распространяющихся типов волн основные параметры: 

длину волны в волноводе (λВ), фазовую ( vф) и групповую (vгр) скорости и вол-

новое сопротивление (ZВ), используя формулы (6.8 − 6.13). но сначала найдем 

коэффициенты дисперсии  КdНmn (6.5), которым определяются основные пара-

метры волны. Для  распространяющихся волн коэффициенты дисперсии равны 
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22

10

2
1 1 0,90

2 4,6d HК
a

λ   = − = − =   
   

, 

2 2

20

2
1 1 0,49

2,3d HК
a

λ   = − = − =   
  

. 

Результаты расчетов параметров внесем в таблицу 6.4. 

 Таблица 6.4 

Тип 

волны 
Кd 

Bλ  

(см) 

Vф, 

м/c 

Vгр, 

м/c 

ZВ, 

Ом 

,
2

Bλ
πβ =

см

рад

 

Н10 0,9 2,22 3,3⋅108 2,7⋅108 419 2,823 

H20 0,49 4,08 6,12⋅108 1,47⋅108   769,4 1,539 

Что происходит с параметрами волн в случае крλ>λ ? 

Коэффициент дисперсии оказывается – мнимым: 

2 2

1 1d
кр кр

К i i
λ λ ξ

λ λ
   

= − = − =      
   

.  Так как здесь 1

2

кр

−










λ
λ=ξ   - чисто вещест-

венная величина, длина волны в волноводе в i

λλ
ξ

=   - величина мнимая, фазовая 

постоянная распространения приобретает вид 2
;

iπ ξβ
λ

= и влияет на фазовый 

член 
2 2

( )
i z

i z
i ze e e

π ξ π ξ
β λ λ

−
= = , который становится действительной величиной. 

Вывод: в случае крλ>λ  понятие длина волны, фазовая и групповая скоро-

сти теряют смысл, волновой процесс отсутствует, идет затухание поля по 

экспоненте.  

 

Задача №4 (Применение волноводов для определения ε ) 

Прямоугольный волновод заполнен диэлектриком. На частоте колебаний  

10 ГГц и типе волны Н10 фазовая скорость оказалась равной 0,5 от скорости 

света в свободном пространстве. Определить относительную диэлектрическую 

проницаемость наполнителя εr, если сечение волновода  23 х 10 мм2. 
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Решение 

Воспользуемся соотношением, связывающим продольное волновое число 

(β) с волновым числом в среде  (kε) и поперечным волновым числом (γ┴). 

  
2 2
0 rkβ ε γ ⊥= − ;                                               (6.47) 

где                     2
;

В фV

π ωβ
λ

= = 0

2 2
;

к р

k
π πγ

λ λ⊥= = .   

Из  (6.47) получаем выражение фазовой скорости в волноводе, заполнен-

ном диэлектриком    
2

0,5ф

r

c
v c

кр

λε
λ

= = ⋅
 

−  
 

. Откуда        
2 2

2

4 кр

r
кр

λ λ
ε

λ
+ ⋅

= .      (6.48) 

Величины                см6,4210 == аНкрλ .        
f

с=λ =3 см.  

Подставляя в (6.48) найденные величины длин волн, получим        

9 4 21,16
4,425

21,16rε + ⋅= = . 

Задача № 5 (Затухание волны) 

Определить затухание волны типа Н10 в отрезке прямоугольного медного  

волновода сечением 23 х 10  мм2,  длиной  2 м на частоте 8 ГГц. 

Решение 

Потери (L) в линии (в дБ) длиной l определяются  соотношением 

10lg 20 lg ,вхвх

вых вых

EP
L

Р Е
= = дБ                                                 (6.49) 

где     вхЕ - величина напряженности поля вначале отрезка (l=0), 

выхЕ - величина напряженности поля на выходе отрезка (l=2м). 

Так как                                   
l

вхвых еЕE α−= .                                         (6.50) 

Из (6.49) с учетом (6.50) получим  

  20 ( ) 8,68lL lg e lα α= = ⋅ ,                             (6.51) 
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согласно (6.22), коэффициент потерь (Нп/м) в стенках волновода равен 

2

10 2

0
0

2
1

2

1 2

S

H

b
R

a a

W b a

λ

α
λ

  ⋅ +  
   =
 ⋅ ⋅ −  
 

, 

параметры медных стенок     µсТ=4π⋅10-7  Гн/м;     σCu=5,8⋅107  См/м.  

Определяем величины  RS и αm
H10 

  
9 7

2
7

2 8 10 4 10
2,33 10

2 2 5,8 10
cT

SR
ω µ π π

σ

−
−⋅ ⋅ ⋅ ⋅= = = ⋅

⋅ ⋅
,  Ом . 

10

2

2

2

20 3,75
2,33 10 1

23 4,6
0,017

3,75
377 0,01 1

4,6

H
mα

−
  ⋅ +  

   = =
 ⋅ −  
 

Нп/м . 

 

Ответ:  Потери мощности в волноводе длиной 2 м, согласно  (6.51), со-

ставят           3,02017,068,8 =⋅⋅=L  дБ. 

Задача № 6 (Плотность потока мощности) 

По прямоугольному волноводу сечением  а х b = 23 х 10 мм2 на волне ти-

па  Н10 передается мощность  15 Вт на частоте  10 ГГц. Определить  среднюю 

плотность потока мощности в точке  x= a/2, y=b/2. 

Решение 

Средняя мощность, переносимая волной  по волноводу (6.21) с учетом 

(6.5) и (6.11), определяется выражением 

2
20
0

0

1 2

4

ab Ea
P

W

λ − ⋅ 
 =  ,                                                   (6.52) 

Из (6.52) находится величина  Е0, затем определяется амплитуда поля Еу 

для любой точки сечения       
a

x
EEy

π
sin0= . 
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Среднюю по времени плотность потока  мощности  рср найдем из 

соотношения     
22 2

* 01 1 1
Re sin

2 2 2
y

ср y x
H H

E E x
p E H

Z Z a

π = ⋅ = =  
 

,   

где      
2

0

1y y
x

H

E E
H

Z W кр

λ
λ

∗ ∗
∗  

= = −  
 

. 

Окончательно средняя по времени плотность потока мощности в задан-

ной точке сечения волновода определяется       

( )2 2

20

2
0

sin 4 1
2

sin
2 1 ( )

ср

кр

x
W P

кр P xa
р

ab aW ab

π λ
λ π

λ
λ

  ⋅ ⋅ −    = =  
 ⋅ ⋅ −

. 

Откуда для  точки x= a/2, y=b/2           4 22 15
13,0 10 /

0,01 0,023срр Вт м
⋅= = ⋅
⋅

   

Вывод. Средняя плотность потока мощности в каждой точке х,у попереч-

ного сечения волновода  будет различная величина. 

Задача № 7 (Параметры волн при разных средах) 

В прямоугольном медном волноводе с воздушным заполнением ( 1rε = ) 

и сечением 26.185.2 ×=× ba  см2 распространяется волна типа Н10.  

Определить волновое сопротивление и коэффициент затухания волны в 

волноводе на частоте  f=7500 МГц. Во сколько раз увеличится коэффициент за-

тухания при заполнении волновода ситаллом ( 5,5rε = )? 

Решение 

По формулам (6.11) и (6.22) с учетом (6.5) находим волновое сопротив-

ление и коэффициент затухания волны в волноводе на заданном типе волны 

2 2 210
0

6

120 377 377
529,[ ];

3 10
1 1

2 2 2 7500 10 2.85

H

r

Z Ом

c
a fa

π

λε

= = = =
     ⋅− − −     ⋅ ⋅ ⋅     

 

22

1 2 2

22 0.1040,104
22

2 2

r

rr

r r

b cb
a faa a

c cb b
a f fa

ε

λ εε
α

λλ ε ε
=

      + ⋅ +    
        = = =

   − −      
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210

6

210 10

6 6

2 1.26 3 10
0.104 1

2.85 2 7500 10 2.85
0,8, [ / ]

3 10 3 10
1.26 1

7500 10 2 7500 10 2.85

дб м

  ⋅ ⋅+  ⋅ ⋅ ⋅   = ≈
 ⋅ ⋅−  ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 

 

При заполнении волновода ситаллом коэффициент затухания 

22 10

6

5,5 2 210 10

6 6

2 1.26 3 102
0.104 5,50.104

2.85 2 7500 10 2.852

3 10 3 10
1.26 5,5

2 7500 10 2 7500 10 2.85

r

r

r

b c

a fa

c c
b

f fa

ε

ε
α

ε
=

      ⋅ ⋅++       ⋅ ⋅ ⋅        = =
   ⋅ ⋅− −   ⋅ ⋅ ⋅ ⋅   

мдб /1.1≈ ,   

т.е. почти в 1,4 раза коэффициент затухания  возрастает. 

Задача № 8 (Определение геометрии волноводов) 

 Определить размеры волновода, по которому на частоте f = 2450МГц 

должна поступать мощность от генератора к камере СВЧ печи на основном  ти-

пе волны. Определить максимальную величину поля Е в волноводе, если гене-

ратор СВЧ печи выдает мощность 1кВт. 

 Решение   

 Размеры волновода а×b следует определить для распространения основ-

ной волны H10. Условия распространения этой волны запишутся в виде 

  
10крH020крH λ<λ<λ   и 010крH λ<λ                    (6.53) 

 Учитывая (6.20) ,  определим b2,a,а2
01крH20крH10крH =λ=λ=λ .  

 Тогда условия (6.53) будут выполняться, если  размеры удовлетворить 

неравенствам    0 0;
2 2

а а b
λ λλ< < < < .  

  Возьмем, например, λ=λ= 4,0b;7,0а . А так как длина волны генератора 

см245,12
f

с ==λ , то получаются размеры волновода а = 8,57см; b = 4,9см.  
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 Амплитуда поля Е в волноводе на волне типа H10 определяется из (6.52) 

1
2

4

1 1
2 24 4

1000
19,42(120 )

8,57 4,9 10
2 2 11281,9

12,245
11

2 8,57

m

кр

Р

Вab
Е

м

π

λ
λ

− ⋅⋅ ⋅ ⋅= = =
      −   −     ⋅       

 

  Замечание: величина поля Е  не превышает пробивного напряжения 30кВ/см, 

при необходимости высота волновода в может быть уменьшена. 

  

6.3  Задачи для самостоятельного решения 

6.1. Определить мощность, переносимую волной типа Н10, в стандартном пря-

моугольном волноводе, имеющем поперечное сечение 2,286 x 1,016 см2 если 

амплитудное значение напряженности электрического поля  Emax =  = 105   В/м.  

Во всем ли диапазоне допустимых для распространения частот можно сохра-

нить эту мощность без пробоя? 

Ответ: В зависимости от частоты переносимая мощность  

меняется от 1 кВт (при λmin) до 0,5 кВт (при λmax).  

6.2. При изготовлении направленного фазовращателя в прямоугольный 

волновод ставится тонкая ферритовая пластина параллельно боковой стенке 

в том месте, где магнитное поле волны Н10  имеет  круговую поляризацию.  На 

каком расстоянии от боковой стенки волновода следует установить ферри-

товую пластинку в волноводе с размерами поперечного сечения 28,5 x 12,6 см2 

при рабочей частоте 9,1 ГГц? 

Ответ: на расстоянии 8,67 мм от боковой стенки. 

6.3. Определите с какой частоты начинается запредельный режим (пре-

кращается распространение волны) в волноводе прямоугольного  сечения  72 х 

34 мм2 для основного типа волны. 

Ответ: при   f < 2,083 ГГц. 

6.4. В прямоугольном волноводе максимальное значение поперечной со-

ставляющей тока проводимости  для волны  Н10 равно   j0x=1 A/м.  
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Чему будет равняться напряженность продольной составляющей магнит-

ного поля в точках  х =а/4;  y =b/2 и   x = 3a/4;  y=b/2? 

Ответ: Нz=0,705  А/м. 

6.5. Отношение волновых  сопротивлений волны Н11 и Е11 равно 2. На ка-

кой длине волны, выраженной в критических длинах волн, это возможно? 

Ответ: крλλ 5,0= . 

6.6. Величина напряженности электрического поля волны Н10 в точке  x=a/2;  

y=b/2 равна Еy = 20 В/м. Определить максимальное значение плотности тока 

смещения в волноводе, если рабочая частота  колебаний  f = 9 ГГц, волновод 

заполнен воздухом. 

Ответ:  jmax = 14, 145 A/м. 

6.7. В волноводе сечением  23 х 10 мм2 распространяется волна типа Н10, на 

частоте 10 ГГц. Как изменится волновое сопротивление волновода, если длину 

волны увеличить на  25%. 

Ответ:  31,1
1

2 =
W

W

z

z
. 

6.8. На частоте f = 10 ГГц затухание волны в волноводе, поперечное сече-

ние которого  23 х 10 мм2 по справочнику равно 0,25 дБ/м. На каком расстоя-

нии вдоль направления распространения волны величина поля  Е уменьшится 

на  20%? 

Ответ:  l = 19,2см.  

6.9. Напряженность электрического поля волны Н10 в точке x=a/3, y=0 

равна Ey=18  B/м. Чему равна плотность поверхностного заряда в средине (при 

а/2) широкой стенки волновода, заполненного воздухом? 

Ответ:  ξ = 0,184⋅10-9 Кл/м2. 

6.10. Чему равна относительная диэлектрическая проницаемость среды, 

заполняющей волновод, если длина волны λВ  в волноводе на основном типе 

волны  равна длине волны в свободном пространстве? 

Ответ: εr = 1+ (λ / λкр)
2. 
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6.11. Средняя плотность потока мощности в точке  x = a/3, y = b/2 для 

волны Н10 равна  рср= 500  Вт/м2. Волновое сопротивление волновода       ZН = 

500 Ом. Найти максимальную напряженность магнитного поля поперечной со-

ставляющей. 

Ответ:  
3

8=xmH    A/м. 

6.12. Изобразите для прямоугольного волновода структуру поля волн ти-

па Н20 , Н11, Е11  и ответьте, в каких точках поперечного сечения напряженность 

электрического поля всегда равна нолю?          

Ответ: при волне типа Н20 на боковых стенках и на линии раздела стенки 

а пополам;  при волне типа Н11 - в углах и центральном сечении; при вол-

не типа Е11 – в углах волновода.  

6.13.  В прямоугольном волноводе распространяется волна типа Н10. Най-

ти ширину волновода, если известно, что длина волны в волноводе при λ0=10см 

в четыре раза короче длины волны в волноводе при λ0=20см. 

Ответ:  11,18 см. 

6.14.Амплитудное значение напряженности электрического поля при 

волне типа Н10 в прямоугольном волноводе сечением 50 х 25 мм2 составляет 105 

В/м на частоте  7,5·109 ГГц. Определить величину амплитуды тока смещения.  

Ответ:   9,22 А. 

6.15. В каком отношении находятся волновые сопротивления волн E11 и 

H11 прямоугольного волновода при длине волны генератора, равной половине 

критической длины волны ( 0 2
КРλλ = )? 

Ответ:  
1111 4

3
HE WW =  

          6.16. В  круглом волноводе диаметром 5см, заполненном диэлектриком, 

распространяется  волна основного типа Н11. Частота колебаний 3ГГц. Опреде-

лить диэлектрическую проницаемость вещества, заполняющего волновод, если 

фазовая скорость волны в волноводе равна скорости света в свободном про-

странстве. 
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Ответ:  2.37rε =  

 6.17. В прямоугольном волноводе сечением  86 х 43 мм2 распространяет-

ся волна типа Н10 с частотой 2,45 ГГц и мощностью 1,5 кВт.. В максимум поля 

Е поместили листовой диэлектрик – стекло, размеры которого  а · в · с=5 · 43 · 

500, мм3 , вес 500г и электродинамические параметры    εr =5,2;    tg δ=0,01;  

γ=0,84 Дж/(г·К).  На сколько градусов нагреется стекло за 10минут пребывания 

в волноводе?  

Ответ:   ∆Т= 0,20С 

6.18. (Задача повышенной сложности). В круглом секционированном 

волноводе, выполненном из меди и заполненном  воздухом, распространяется 

волна Н01 на частоте 10ГГц.  Определить: радиус волновода;   основные пара-

метры волны  вλ , Фϑ , .грϑ ,Z w ,P .ПР , P .доп , 
01Hα ; максимальную величину продольного 

магнитного поля; амплитудное значение поверхностной плотности тока, иска-

жение передаваемого по волноводу импульса 10нсτ = на одном метре длины 

волновода; Получить уравнения векторных линий и изобразить структуру поля.  

Ответ:  .2.2 сма = ; =Λ В 5см ; ZW =200 [ ];Омπ  ZW =200 [ ]Омπ ; Н Z0 =4.23А/м; 

Sj = 4.23А/м; 01Н

мα =0.03 мдб / ; 
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6.19. Определить диапазон частот, в пределах которого в круглом волно-

воде радиуса 2мм может распространяться только основной тип волны. 

 Ответ:  2,2 ÷ 2.85.ГГц. 

 6.20. В круглом волноводе радиуса  a=6 см , предназначенном для СВЧ 

разогрева диэлектриков, распространяется волна типа Е01. Частота колебаний  

2,45 ГГц, передаваемая по волноводу мощность 2 кВт.  

Определить максимальное значение продольной напряженности  элек-

трического поля. 

Ответ: ЕZmax = 136 В/м. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ  1.  ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОГО АНАЛИЗА 

• Определение поля. Полем называется область пространства, в каждой 

точке которого определена некоторая величина. Если это скалярная величина – 

то поле называется скалярным, если векторная – то векторным. Примеры ска-

лярных полей : поля температуры в пределах комнаты, давления в околоземном 

пространстве, потенциала в заряженном конденсаторе. Примеры векторных по-

лей : поле скоростей движения воды в некотором участке реки, поле напряжен-

ности электрического поля в конденсаторе и т.п. Векторный анализ –

используется при исследовании векторных и скалярных полей методами диф-

ференциального и интегрального исчисления. 

• Системы координат. Каждая точка векторного или скалярного поля оп-

ределяется в пространстве своими координатами. Помимо прямоугольных (де-

картовых) координат в электродинамике широко используются криволинейные 

координаты : цилиндрические и сферические (рис. П1.1). Положение точки  оп-

ределяется координатами x.y,z- в прямоугольной, r,α,z – в цилиндрической, r,θ,α 

–в сферической  системах. Угол θ в сферической системе отсчитывается от оси 

z, а угол α в цилиндрической и сферической системах - от оси х до проекции 

точки наблюдения на плоскость хоу. Координата r в цилиндрической системе 

равна расстоянию от точки наблюдения до оси z, а в сферической – до начала 

координат. Координата r в сферической  системе координат называется также 

радиусом – вектором точки наблюдения. На рисунке П.1 показаны также еди-

Рис. П1.1 
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ничные вектора (орты) в каждой системе координат. Их направление соответ-

ствует направлению возрастания соответствующей координаты при неизмен-

ных других. Это орты ( ),, 000 zyx
rrr

 - в прямоугольной системе, ( ),, 000 zr
rrr α  - в 

цилиндрической и ( ),, 000 αθ rrr
r  - в сферической. Порядок перечисления ортов не 

является случайным, а соответствует правовинтовой системе координат. В ней 

направления ортов соответствуют направлению большого, указательного и 

среднего  пальцев правой руки, если им придать взаимно ортогональное на-

правление. В правовинтовой системе каждый орт может быть выражен через 

векторное произведение двух других. Например [ ]000 zyx
rrr = , [ ]000 xzy

rrr =  и т.д. 

При этом не должен нарушаться порядок следования координат при их цикли-

ческой перестановке. 

Связь между координатами в прямоугольной и цилиндрической систе-

мах определяется формулами      

       αcosrx = ,   αsinry = , zz = ,                                  (П1.1) 

 между прямоугольными   и сферическими координатами - -формулами 

θα sincosrx = ,    θα sinsinry = ,  θcosrz = .            (П1.2) 

 Элемент длины ld
r
в рассмотренных  системах координат имеет вид  

dzzdyydxxld 000 rrrr
++=  - в прямоугольной, 

dzzrddrrld 000 rrrr
++= αα   -в цилиндрической 

αθαθθ drrddrrld )sin(000 rrrr
++=  -в сферической  (П1.3 

 В этих выражениях коэффициенты при ортах определяют длины отрез-

ков, соответствующие приращению данной координаты. Так, в сферической 

системе при изменении координаты точки наблюдения θ на θ+dθ, точка смеща-

ется по дуге с радиусом r на расстояние r dθ. Коэффициенты, связывающие 

приращение длины и соответствующей координаты называются коэффициен-

тами Ламэ. В прямоугольной системе они равны  (1,1,1), в цилиндрической – 

(1,r,1), в сферической – (1, r,r·sinθ). С помощью коэффициентов Ламэ можно 
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определить элементы поверхности и объема в нужной системе координат. На-

пример, дифференциал (элемент) поверхности сферы равен  

αθθαθθαθ ddrdrrddldldS )sin()sin( 2 ⋅=⋅=⋅=   (П1.4) 

Элемент объема в сферической системе координат 

αθθαθ ddrdrdldldldV r )sin(2 ⋅=⋅⋅= . 

• Сведения из векторной алгебры. Напомним некоторые формулы, ис-

пользуемые при работе с векторами. Пусть  cba
rrr

,,  некоторые векторы, задан-

ные своими проекциями на оси х,у,z. Скалярное произведение векторов есть 

скаляр, который вычисляется по следующим правилам   

zzyyxx bababababa ++=⋅⋅=⋅ )cos(α
rr

,            (П1.5) 

где α угол между векторами  a
r

 и b
r

. 

• Векторное произведение двух векторов есть вектор перпендикулярный 

исходным, направленный в сторону движения  правого винта, если вращать от 

первого вектора ко второму по наименьшему углу. Величина векторного про-

изведения определяется так [ ] )sin(α⋅=⋅ abba
rr

. 

Проекции векторного произведения выражаются через проекции векторов 

ba
rr

 и следующим образом 

[ ] )()()(

       

      

   
000

0  00

xyyxzxxzyzzy

zyx

zyx babazbabaybabax

bbb

aaa

zyx

ba −+−+−==⋅ rrr

rrr

rr
    (П1.6) 

Двойное векторное произведение может быть вычислено как 

     [ ][ ] )()( baccabcba
rrrrrr −=⋅⋅    (П1.7) 

Для смешанного произведения существует правило перестановки 

[ ] [ ] [ ]acbbaccba
rrrrrrrrr ⋅=⋅⋅=⋅⋅       (П1.8) 

• Скалярное поле. Градиент. Характеристикой скалярного поля яв-

ляются поверхности уровня, на которых значение поля остается постоянным. 

Например, это поверхности в комнате, на которых температура воздуха одина-
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кова, сферические поверхности вокруг точечного заряда, на которых постоянен 

электростатический потенциал. Градиентом  скалярной функции  ϕ в точке М 

называется вектор, направление которого соответствует наибольшему возрас-

танию функции ϕ, а величина градиента равна  скорости изменения ϕ в этом 

направлении 

 on
n

Mgrad
r

∂
∂= ϕϕ )( ,                                            (П1.9) 

где 0n
r

 - единичный вектор нормали к поверхности уровня в данной точ-

ке, направленный в сторону возрастания функции. 

Выражения  градиента в различных системах координат имеют вид:   
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xzyxgrad
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rrr

  (П1.10) 

Как видно, в эти выражения входят соответствующие коэффициенты Ла-

мэ.  Зная градиент функции можно определить производную по любому на-

правлению как проекцию градиента на это направление. 

   0lgrad
l

r
r ⋅=

∂
∂ ϕϕ

      (П1.11) 

Перечислим некоторые свойства градиента 

graduuFuFgrad

gradgradgrad

gradgradgrad

)())((

;)(

;)(

=
+=
+=+

ψϕϕψϕψ
ψϕψϕ

         (П1.12) 

• Векторное поле. Силовые линии. Векторной или силовой линией век-

торного поля называется линия, касательная к которой в каждой точке совпада-

ет с направлением вектора в этой точке. Например, радиальные силовые линии, 

исходящие из точечного заряда, или силовые линии магнитного поля провод-

ника с током в виде концентрических окружностей. Необходимо помнить, что 

силовая линия характеризует не величину вектора, а только его направление в 
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данной точке. Величина вектора (интенсивность векторного поля) обычно ха-

рактеризуют густотой силовых линий. 

 Согласно определению силовой линии, элемент касательной к ней парал-

лелен  вектору a
r
в каждой точке, У параллельных векторов проекции пропор-

циональны. Это приводит к следующим уравнениям для силовых линий  

zyx a

dz

a

dy

a

dx == ,        
zr a

dz

a

rd

a

dr ==
α

α
,        

αθ

αθθ
a

dr

a

rd

a

dr

r

)sin(==   (П1.13) 

Каждое из этих уравнений распадается на систему из двух дифференци-

альных уравнений, интегрирование которых приводит к уравнению силовой 

линии. 

Пример П1. 1. Найти векторную линию магнитного поля проводника с 

током   02
α

π
rr

r

I
H = ,  здесь r- расстояние от оси провода до точки М, I – ток в 

проводе. Выразим в цилиндрической системе координат орт 0αr через орты по 

осям z и r [ ] [ ]
r

rz
rz

rr
rrr ,

, 0
000 ==α .  Вектор yyxxr 00

rrr += , х и у- координаты точки 

наблюдения. 

Раскрывая векторное произведение, получим [ ] 00

000

0

0

100, yxxy

yx

zyx

rz
rr

rrr

rr +−== . 

Следовательно, 00

22
yx

r

I
xy

r

I
H

rrr

ππ
+−= . 

Дифференциальное уравнение векторных линий  запишется как:  
0

dz

x

dy

y

dx
==− ,   

откуда     222 Ryx =+ ,   и      cz = . 

Т.е. векторные линии в данном случае являются окружностями с центром 

на оси z. Конечно, эту задачу можно решить и в цилиндрической системе коор-

динат. Предлагается это сделать самостоятельно. 

• Поток векторного поля. Потоком векторного поля a
r

 через по-

верхность S называется поверхностный интеграл по поверхности S от скалярно-
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го произведения вектора a
r

 на вектор - площадку dSnSd 0r
r

= . Здесь 0n
r
нормаль к 

площадке dS. Направление нормали задается по условию задачи.   

                                            ∫ ∫==
S S

ndSaSda
rrφ .                                         (П1.14) 

В случае замкнутой поверхности нормаль всегда должна быть внешней.  

Свойства потока: 

1) Поток меняет свой знак с изменением направления нормали  

2) Поток векторного поля через несколько гладких частей поверхности ра-

вен сумме потоков вектора a
r  через каждую поверхность  

∑∫
=

=
m

i S

Sda
1

rrφ     .                   (П1.15)  

Пример П1.2. Определить поток вектора 0xa
rr =  через площадку перпен-

дикулярную оси х, имеющую форму прямоугольника 

со сторонами равными 1 и 2. (рис. П1.2).  

Решение. Согласно формуле   (П1.14) 

∫ ∫ ∫ ====
S S S

dSxxdSnaSda 2)( 000
rrrrrrφ . 

 При изменении направления, нормали на проти-

воположное поток меняет знак 2−=φ . 

Пример П1.3.  Вычислить поток радиус- 

вектора через замкнутую поверхность цилиндра 

радиуса R и высотой h (см. рис. П1.3). 

Решение. Искомый поток   

321 φφφφ ++= ,  где 321 ,, φφφ -потоки через по-

верхности   321 ,, SSS .Оценим поток через боко-

вую поверхность S1. На ней радиус-вектор равен 

zzRrr 00 rrr +=  . Элемент dSrSd 0r
r

= . Следова-

тельно: 

Рис. П1.2 

Рис. П1.3 
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hRRhRdSrzzRrsdr

S S

2

1 1

000
1 22)(

1 1

ππφ ==+== ∫ ∫
rrrrr , 

000

2

3 =−= ∫ dSzrr

S

rrφ ,   ,0.. 00 =zrкт
rr

 

2000

3

2 )( RhdSzhzrr

S

πφ =+= ∫
rrr

 

. Искомый поток hR2
31 3πφφφ =+= . 

 

• Дивергенция векторного поля.  Под дивергенцией вектора a
r

 в 

точке М  понимают предел отношения потока вектора a
r
через замкнутую по-

верхность вокруг т. М к объему, находящемуся внутри этой поверхности при 

стремлении  объема к нулю 

V

sda
Madiv V ∆

= ∫
→∆

rr
r

0lim)(  .                                 (П1.16) 

Это определение поясняет физический смысл дивергенции, как объем-

ной плотности потока вектора   a
r

 в точке M. 

Точка М, в которой 0>adiv
r

 называется источником. Если 0<adiv
r

 

точка М является стоком. Формула (П1.16)  дает инвариантное определение ди-

вергенции и, как из неё следует,  дивергенция есть скалярная функция точек 

пространства. 

Выражения  дивергенции в трех  системах координат имеют вид  

αθθ
θ

θ

α

αθ

α

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂

+
∂

∂
=

a

r

a

rr

ar

r
adiv

z

aa

rr

ra

r
adiv

z

a

y

a

x

a
adiv

r

zr

zyx

)sin(

1))sin((

)sin(

1)(1

1)(1

2

2

r

r

r

 (П1.17) 

Свойства дивергенции: 

2121 )( adivadivaadiv
rrrr +=+  aCdivadivC

rr =  
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ϕϕϕ gradaadivadiv
rrr +=)(  

[ ] rotbarotababdiv ⋅−⋅=           (П1.17) 

 

Пример П1.3.  Вычислить rdiv
r

 в прямоугольной и сферической сис-

темах координат, где r
r

- радиус вектор, определяемый по формуле   

zzyyxxr 000 rrrr ++= .                                  (П1.18) 

Тогда, согласно (П1.17)    3=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

z

z

y

y

x

x
rdiv
r . 

Представим радиус вектор как rrr 0rr = . Тогда в формуле П1.17 для сфе-

рических координат проекция rar =  и  3
)(1 2

2
=

∂
⋅∂=

r

rr

r
rdiv
r

 

Из данных примеров следует, что вычисление дивергенции  не зависит 

от выбора системы координат. 

Пример П1.4.  Вычислить div  от произведения rzyx2
r

, где  r
r

- радиус 

вектор.  

Используя  третье выражение (П1.17), получим  для заданного условия 

)xyz2(gradrdivrxyz2)rxyz2(div ⋅+⋅= rr
.  И далее, решая каждое слагаемое, πпо-

лучим, что    xyz12)rxyz2(div =r
. 

• Теорема Остроградского – Гаусса. Поток вектора a
r

 через замк-

нутую поверхность S равен интегралу от дивергенции этого вектора, взятого по 

объему V, ограниченному этой поверхностью 

∫ ∫=
s v

dvadivSda .
rrr

                               (П1.19) 

 Пример П1.5 Решить задачу примера П1.3 с помощью теоремы Остро-

градского – Гаусса.  

Решение. Как следует из предыдущих примеров дивергенция радиуса –вектора 

равна 3. Поэтому интеграл в правой части (П1.19) будет равен 3V =3·πR2h, где 

V – объем цилиндра. Как видно, вычисление потока с помощью теоремы Остро-

градского – Гаусса значительно упростило решение задачи. Этот вывод спра-
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ведлив для большинства встречающихся задач вычисления потока, но, конечно, 

только для замкнутых поверхностей. 

• Циркуляция вектора.  Циркуляцией вектора a
r

 по замкнутому-

контуру L называется криволинейный интеграл вида 

∫=
L

ldaЦ
rr

                                          (П1.23) 

Элемент ld
r

 направлен по касательной в каждой точке контура L Направ-

ление элемента ld
r

 указывает направление обхода контура 

при интегрировании. 

Пример П1.6.  Вычислить циркуляцию векторного 

поля 
ooRa θαα
rrr ⋅+⋅= sin5 по контуру  L  - окружности  

с радиусом  R=1 (рис. П1.4). Направление обхода контура  - в 

положительном направлении сферической координаты ά.  

Решение. Определим αααθαα dRdRRlda 2000 )sin5( =⋅⋅+=⋅ rrrrr
 

При интегрировании по окружности угол ά изменяется от 0 до 2π. В результате 

получим Ц=2πR2. 

• Ротор векторного поля. Теорема Стокса. 

Ротором вектора a
r

  в точке М называется вектор равный пределу отношения 

следующего вида 

[ ]
V

Sda

Marot S
V ∆

⋅
=

∫
→∆

rr

r
0lim)(       (П1.21) 

На практике чаще определяют ротор как предел отношения циркуляции по кон-

туру в окрестности точки М к площади контура, при стремлении площади к ну-

лю. При этом определяется не сам ротор как вектор, а его проекция на нормаль 

к контуру.  

S

lda

Marot L
Sn ∆

⋅
=

∫
→∆

rr

r
0lim)(     (П1.22) 

Рис. П1.4 
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 Нормаль к контуру связана с направлением обхода контура правилом правого 

винта, когда нормаль направлена в сторону движения винта, если сам винт 

вращается в направлении обхода контура.  

Выражения для ротора в различных системах координат обычно представляют 

в виде определителей 

zyx aaa
zyx

zyx

arot
∂
∂

∂
∂

∂
∂=

000 rrr

r
  в прямоугольной системе координат,   (П1.23) 

zr aara
zr

r

z

r

r

arot

α
α

α

∂
∂

∂
∂

∂
∂=

0
0

0 r
r

r

r
 - в цилиндрической системе координат,  (П1.24) 

αθ θ
αθ

α
θ

θ
θ

arara
r

rrr

r

arot

r ⋅
∂
∂

∂
∂

∂
∂=

sin

sinsin

00

2

0 rrr

r
 в сферической системе координат  (П1.25) 

Раскрываются эти определители по первой строке, как показано в фор-

муле П1.6. 

Теорема Стокса утверждает, что циркуляция вектора по замкнутому 

контуру L равна потоку ротора от этого вектора через поверхность S опираю-

щуюся на этот контур. 

∫ ∫ ⋅=⋅
L S

Sdarotlda
rrrr

     (П1.26) 

Как следует из теоремы Стокса  модуль вектора arot
r

 является плотно-

стью циркуляции. 

Свойства ротора: 

1. brotarotbarot
rrrr ±=± )( .2. aCrotarotC

rr =  

(П1.27) 
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2. [ ]agradarotarot
rr ⋅+⋅= ϕϕϕ )( . 

3.. aadivgradarotrot
rrr 2)( ∇−=  

Пример П1.7.   Вычислить циркуляцию вектора 0202 yxxya
rrr +−=  по 

контуру L – прямоугольному треугольнику, лежа-

щему в плоскости хоу. Длины катетов равны 

1.(рис. П1.5).  

 

Решение.  Воспользуемся теоремой Стокса 

и определим ротор вектора 

)22(

0

0

22

000

yxz

xy
zyx

zyx

arot +=

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂= r

rrr

r
 

Вычислим далее интеграл по площади треугольника 

∫ ∫ ∫ ∫
−

=−=









−+−=+

1

0

1

0

1

0

1

0

2
2

3/2)1()1(
2

)1(
2)(2

y

dyydyyy
y

dxdyyx  . 

    Ответ: циркуляция равна 2/3. 

Пример П1.8.  Найти ротор вектора     ( )xyyx
R

I
H 0022

rr +−=
π

. 

R

I
zz

R2

I2

0xy
zyx

zyx

R2

I
Hrot 00

2

000

2 π
=

π
=

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂

π
= rr

rrr

r
. 

• Оператор Гамильтона (набла) 

В прямоугольной системе координат все введенные выше операторы 

(градиента, дивергенции и ротора) могут быть выражены через один символи-

ческий векторный оператор Гамильтона ∇ (читается «набла») 

ooo z
z

y
y

x
x

rrr

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇ .                                    (П1.28) 

Рис. П1.5 
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С формальной точки зрения это – вектор, компонентами которого явля-

ются символы производных. Применяя этот оператор к скалярной функции  

φ(х.у.z), по  правилу умножения скаляра на вектор получим  выражение 

gradφ(x,y,z).              ϕϕϕϕϕ grad
z

z
y

y
x

x =
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇ 000 rrr

 

Легко также показать, что скалярное произведение наблы на вектор дает 

дивергенцию вектора, а их векторное произведение – ротор вектора. 

arotaadiva
rrrr =∇=∇    ,)(     (П1.29) 

Оператор ∇, обладая формально свойствами вектора и одновременно 

свойствами дифференциального оператора,  позволяет вычислять некоторые-

сложные выражения векторного анализа. Например, 

[ ][ ] aadivgradaaaarotrot
rrrrrr 2)()()( ∇−=∇∇−∇⋅∇=∇∇=  (П130).  

Здесь использовано правило раскрытия двойного векторного произве-

дения (П1.7). Появившийся при этом преобразовании оператор ∇2 называется 

оператором Лапласа и играет важную роль в электродинамике и вообще фи-

зике. Применительно к скалярной функции координат он выражается следую-

щим образом 

2

2

2

2

2

2
2 ),,(

zyx
zyx

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇ ϕϕϕϕ      (П1.31) 

Применительно к вектору, заданному в прямоугольной системе коорди-

нат он применяется к каждой проекции вектора, как к скаляру 

),,(),,(),,(),,( 2020202 zyxazzyxayzyxaxzyxa zyx ∇+∇+∇=∇ rrrr
 (П1.32) 

При использовании оператора набла необходимо иметь в виду: 

1) Оператор аналогичный оператору ∇ не может быть введен в цилинд-

рической или сферической системах координат. в этом нетрудно убедиться, ес-

ли ввести его так, чтобы ϕϕ grad=∇ . Но тогда adiva
rr ≠∇ )(  и [ ] arota

rr ≠∇ . 

2) Как отмечалось выше такие характеристики скалярных и векторных 

полей, как градиент, дивергенция и ротор являются инвариантными к выбору 

системы координат и поэтому соотношения, полученные с помощью оператора 
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∇ в прямоугольной системе остаются справедливыми и в другой, но записан-

ные через ротор, дивергенцию и градиент, т. е. без оператора ∇. 

3)Оператор Лапласа (иногда он обозначается символом ∆) в криволи-

нейных координатах применительно к скалярным функциям определяется как 

)(2 ϕϕ graddiv=∇ ,     (П1.33) 

а к векторным  - из соотношение (П1.30) 

arotrotagraddiva
rrr −=∇2     (П1.34) 

Оператор Лапласа в цилиндрической системе координат представляется 

в виде 

2

2

2

2

2
2 11

zrr
r

rr ∂
∂+

∂
∂⋅+








∂
∂⋅

∂
∂⋅=⋅∇=∆ ϕ

α
ϕϕϕϕ   (П1.35) 

 в сферической -  

2

2

222
2

2 sin

1
sin

sin

11

α
ϕ

θθ
ϕθ

θθ
ϕϕ

∂
∂⋅

⋅
+







∂
∂⋅

∂
∂⋅

⋅
+







∂
∂⋅

∂
∂⋅=∆

rrr
r

rr
 

 (П1.36) 

• Некоторые тождества векторного анализа. Приведем основные 

тождества векторного анализа. В их справедливости можно убедиться либо не-

посредственным вычислением, либо с помощью оператора набла. 

ϕϕϕ 2       ,0        ,0)( ∇≡≡≡ ) div(grad)rot(gradarotdiv  

[ ] adivgrada)adiv(arotagradarot
rrrrrr ϕϕϕϕϕϕ +⋅≡⋅+⋅≡    ,)(  

brotaarotb]badiv[aadivgradarotrot
rrrr

rrrrrrrr ⋅−⋅≡∇−=      ,)( 2   (П1.37) 

Векторные поля,  в которых 0=arot
r

 называются потенциальными. 

Если выполняется условие 0=adiv
r

 во всех точек внутри некоторой области, 

то поле в ней называется соленоидальным. Скалярные поля, удовлетворяю-

щие уравнению Лапласа, называются гармоническими.. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ  2  
 

Метод разделения переменных в ЭЛЕКТРОСТАТИКЕ 
 

Два очень длинных электрода, изолированных друг от друга тонким сло-

ем диэлектрика, находятся под потенциалами   U1   и   U2.   Пространство между 

электродами частично заполне-

но средой – диэлектриком с ди-

электрической проницаемостью 

ε2 область II) ; для остальной 

среды (область I) диэлектриче-

ская проницаемость равна  ε1I=  

ε0.   Геометрия электродов пока-

зана на рисунке. Определить 

потенциал в любой точке внутри 

области, охватываемой электродами. 

Решение В задаче в пространстве между электродами заряды отсутствуют  (ρ= 

0),   поэтому для определения потенциала в любой точке используется уравне-

ние Лапласа   0=ϕ∆ .                                                             (П2.I) 

•  Так как по условию электроды бесконечны вдоль оси  z, то отыски-

ваемое поле не зависит от координаты  z , т.е.   0
z

∂ =
∂

. 

•  Так как пространство внутри электродов заполнено двумя средами 

- ε2 и ε0, то для решения уравнения (П2.I), разбиваем его на I и II области, в ко-

торых параметр среды    εi=const. 

•  Геометрия электродов определяет выбор прямоугольной системы 

координат для уравнения Лапласа,   для нашего случая 

      0
yx 2

2

2

2

=
∂

ϕ∂+
∂

ϕ∂ .                                                  (П2.2) 
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Уравнение (П2.2) дифференциальное второго порядка в частных произ-

водных решается методом разделения переменных, основные этапы которого 

следующие: 

1. Ищем решения в виде  )y(Y)x(X)y,x( =ϕ .       (П2.3) 

2.  Подставляем (П2.3) в (П2.2) и полученное выражение делим на 

(П2.3), тогда         0
y

Y

Y

1

x

X

X

1
2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂ . 

Каждое из слагаемых зависит от одной переменной  -    x    или   y,  и  при 

любых   x    и    y сумма  всегда равна 0. Это возможно в случае, когда каждое из 

слагаемых равно    const.   Пусть        

,
x

X

X

1 2
2

2

λ−=
∂
∂

  .
y

1 2
2

2

λ=
∂

Υ∂
Υ

                   (П2.4) 

3.  В выражениях   (П2.4можно перейти от частных производных к пол-

ным  

d

dx

2

2
2 0

Χ
Χ+ =λ ,    

d

dy

2

2
2 0

Υ
Υ− =λ .           (П2.5) 

Характеристическое уравнение для X в  (П2.5) 
p 2 2 0+ =λ

, откуда    p i= ± λ;                          

 а решение можно записать  в виде  

     xixi BeAeX λλ −+=   или     xsinBxcosA λ+λ=Χ λλ
.             (П2.6) 

Если  λ=0,   то     
d

dx

2

2 0
Χ

=  и решение Χ0 0 0= +A x B .                          (П2.7) 

Аналогично решается для Y в (П2.5). Характеристическое уравнение   

p2 2 0− =λ ,   p = ±λ,   

Тогда  Υ = + −C e D ey y
λ

λ
λ

λ    для всех   λ   кроме 0.     (П2.8) 

Для   λ=0,   
d Y

dy

2

2 0= , откуда   Y C y D0 0 0= + .                 (П2.9) 

4. Запишем решение уравнения (П2.2), подставив (П2.6÷П2.9), 

))(sincos())((),( 0000
yy eDeCxBxADyCBxAyx λ

λ
λ

λλλ λλϕ −+++++=               (П2.10) 
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5. В уравнение Лапласа не входят в явном виде диэлектрические посто-

янные   ε0   и   ε2, поэтому решения по форме в обеих областях должны быть 

идентичными. Однако постоянные    Aλ,   Bλ, Сλ и   Dλ    для каждой области 

должны быть свои. В самом деле, граничные условия для обеих областей раз-

ные, а постоянные как раз должны определяться, исходя из этих условий. Что-

бы различать выражение для   φ   в различных областях, наделим индексом   I   

потенциал и постоянные первой области, и индексом II –  величины, относя-

щиеся ко второй области.   Тогда 

×++++= )sincos())(( 00 xBxADyCBxA III
o

II
o

I
I λλϕ λλ )eDeC( yIyI λ−

λ
λ

λ + ;    (П2.11) 

×++++= )sincos())(( 0000 xBxADyCBxA IIIIIIIIIIII
II λλϕ λλ ).eDeC( yIIyII λ−

λ
λ

λ +     (П2.12) 

6.  Для того чтобы потенциал был полностью определен, необходимо вы-

полнить все условия теоремы единственности: 

•  ∆φ = 0   во всякой точке, не принадлежащей границе и не содер-

жащей сосредоточенных зарядов. Это условие выполнено; 

•  потенциал φ должен быть конечен, однозначен, непрерывен в лю-

бой межэлектродной точке; 

•  на поверхности металлических тел должно быть    φ = const; 

•  должны быть заданы либо потенциалы тел проводящих   φ1,   φ2,   

φ3 , либо заряды     q1,   q2,    q3 … 

Из перечисленных условий мы, кроме первого, полагаем заданными, но не 

использованными, называемыми граничными условиями. 

 

Область II Область I 

a) ϕ II IU=   при   x=0,  0<y<d1; (П2.13)                           a)  ϕ I IU=  при x=0,  d1<y<d;   

(П2.16) 

б) ϕ II IU=  при  y=0,   0<x<L;   (П2.14) б) ϕ I IU=  при x=L, d1<y<d;     

(П2.17) 

в) ϕ II IU=   при x=L, 0<y<d1. (П2.15) в) ϕ I IU=     при y=d,  0<x<L.  (П2.18) 
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Подставим в решение  (П2.12) граничные условия (П2.13÷ П2.15). 

Сначала на решение  (П2.12) налагаем граничное условие (П2.13),   получим 

        
yIIyIIIIIIIIII eDeCADyCBU λ

λ
λ

λλ
−+++= ()( 0001 . 

В этом уравнении правая часть есть функция от y, тогда как левая часть 

постоянная. Удовлетворить этому равенству можно, если положить: 

                  U B Do
II

o
II

1 =                                                                (*) 

)(0 00
yIIyIIIIIIII eDeCAyCB λ

λ
λ

λλ
−++=                                        (**) 

Чтобы уравнение (**) выполнялось, достаточно потребовать, чтобы каждое 

слагаемое равнялось 0. Если в дальнейшем окажется, что затребовано очень 

много и задача не решается, мы пересмотрим это требование. Поэтому 

,000 =yCB IIII                                                   (***) 

A C e D eII II y II y
λ λ

λ
λ

λ( ) .+ =− 0                                       (****) 

Из уравнения  (*)   и   (***)   следует, что 

0CII
0 =  .                                                           (П2.19) 

Из уравнения   (****)   имеем 2 выражения: 

либо                                         AII
λ = 0,             (П2.20а) 

либо                                  C e D eII y II y
λ

λ
λ

λ+ =− 0 .              (П2.20б) 

В (ПБ.20б) обе константы одновременно не могут быть равны 0, так как 

тогда обращается в 0 второе слагаемое в (ПБ.12). Остается принять, что                                      

AII
λ = 0.                                                                (П2.21) 

Найденные   A CII II
λ , 0    подставим в                        (П2.12), 

( )yIIyIIIIIIII
II eDeCxBxDAU λ

λ
λ

λλ λϕ −+++= sin001 .    (П2.22) 
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Определим, какие ограничения налагает на потенциал граничное условие 

(П2.14):                при   y = 0 ,  х - любом                     φII = U1.  

Используя это равенство, получим 

                ( )IIIIIIIIII DCxBxDAUU λλλ λ +++= sin0011  

или 

                      ( ) 0sin00 =++ IIIIIIIIII DCxBxDA λλλ λ . 

Для выполнения полученного соотношения достаточно потребовать 

   0,000 =+= IIIIIIII DCиDA λλ . 

Откуда следует, что        
IIIIII CDиD λλ −== ,00 .                            (П2.23) 

Потенциал (П2.22) с учетом  (П2.23) примет вид 

yshxbU II
II λλϕ λ ⋅+= sin1 ,                        (П2.24) 

где   b B CII II II
λ λ λ= 2 . 

Удовлетворим потенциал (П2.24) граничному условию (П2.15) 

yshLbUU λλλ ⋅+= sin11 , 

откуда                                       0sin =⋅ yshLb λλλ . 

Это равенство выполняется если bλ = 0, но это невозможно, так как при 

этом 1II U≡ϕ , что противоречит другим условиям, либо при  .0Lsin =λ    От-

сюда       λ πL n= ,  где ...3,2,1n = ; или     λ
π

=
n

L
.  

Постоянная величина λ имеет много значений, а это означает, что потен-

циал должен иметь сумму частных решений от 1 до  ∞. Выражение для   φII    

принимает теперь вид 

ϕ
π π

II n
II

n

U b
n

L
x sh

n

L
y= + ⋅

=

∞

∑1
1

sin .               (П2.25) 

Здесь нельзя сказать, что выражение для потенциала ϕ I  будет аналогич-

ным уравнению (П2.25), так как, хотя общая форма  решения для   φ   (П2.11) 

будет  подобна (П2.12), но граничные условия в этой области другие. Поэтому 



 178

(П2.11) следует удовлетворить граничным условиям (П2.16÷  П2.18). Продела-

ем соответствующие подстановки.  Условие (П2.16) подставлено в (П2.11)    

)()( 0
yIyIII

o
II

oI eDeCADyCB λ
λ

λ
λλϕ −+++= .   

Откуда   B D UI I
0 0 1= ;       0)(00 =++ − yIyIIII eDeCAyCB λ

λ
λ

λλ . 

Рассуждения аналогичные, вышеприведенным дают 

C I
0 0= ,    AI

λ = 0.                           (П2.26) 

Подставим (ПБ.26) в (ПБ.11), получим 

)(sin001
yIyIIII

I eDeCxBxDAU λ
λ

λ
λλ λϕ −+++= . 

Обозначая A D aI I I
0 0 0= ;   III bDB λλλ = ;   D B dI I I

λ λ λ= ,  получим решение 

1 1 0 sin .I I y I yU a x x b e d eλ λ
λ λϕ λ − = + + ⋅ +              (П2.27) 

Условие (П2.17) подставим в (П2.27) 

[ ].sin011
yIyII edebLLaUU λ

λ
λ

λλ −+++=  

Откуда следует       a I
0 0=   и   [ ] 0sin =+ − yIyI edebL λ

λ
λ

λλ . 

Это возможно только когда   sin λL=0 , а  λL=nπ, где n=0, 1, 2…∞. 

С учетом полученных соотношений 

ϕ
π π π

I n
I

n

L
y

n
I

n

L
y

n

U
n

L
x b e d e= + +










−

=

∞

∑1
1

sin .                      (П2.28) 

Условие (П2.18) дает  

U U
n

L
x b e d en

I
n

L
d

n
I

n

L
d

n
2 1

1

− = +










−

=

∞

∑sin .
π π π

             (П2.29) 

Как видно, ни одна из констант  bn
I ,    dn

I
   из этого выражения не опре-

деляется сразу. Оставим  пока (П2.29) в запасе. 

Хотя граничные условия на металлических поверхностях использованы 

полностью, часть констант осталась не определенной. Но осталось еще не ис-

пользованным требование теоремы единственности о том, что потенциал дол-
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жен быть непрерывной функцией координат. Используем условия, налагаемые 

на потенциал на границе 2-х диэлектриков. 

 ϕ ϕI II=   при   y=d1;   0 < x< L , 
nn

III

∂
∂ϕε

∂
∂ϕε 12 =  при   y=d1, 0 < x< L,    (П2.30)                         

причем в данном случае 00 yn
rr =  - производная по нормали к границе эквива-

лентна производной по y. Потенциалы   (П2.25)   и   (П2.28)   подчиняем усло-

виям  (П2.30). 

U b
n

L
x sh

n

L
dn

II

n
1 1

1

+ ⋅ =
=

∞

∑ sin
π π

U
n

L
x b e d en

I
n

L
d

n
I

n

L
d

n
1

1

1 1+ +










−

=

∞

∑sin
π π π

;   (П2.31a) 

∑
∞

=

−









−









1
2

11

sin
n

d
L

n
I
n

d
L

n
I
n edebx

L

n

L

n ππππε = 1
1

1 sin d
L

n
chx

L

n

L

n
b

n

II
n

πππε ∑
∞

=








.       (П2.31б) 

Каждая из сумм равенств (П2.30) и (П2.31) представляет собой ряд Фурье 

по функциям x
L

n
sin

π .   Равенства утверждают, что соответствующие ряды рав-

ны. Это возможно, когда равны коэффициенты при одинаковых функциях 

x
L

n
sin

π . Приравнивая эти коэффициенты, получаем систему алгебраических 

уравнений для  величин b b dn
I

n
II

n
I, , . 

b e d e b sh
n

L
dn

I
n

L
d

n
I

n

L
d

n
II

π π π1 1

1+ =
−

;                                     (П2.32) 

121

11

d
L

n
chbedeb II

n

d
L

n
I
n

d
L

n
I
n

πεε
ππ

=







−

−
.                       (П2.33) 

Если в (П2.32), (П2.33) зафиксировать какое-либо n, то получим систему 

двух уравнений с тремя неизвестными b b dn
I

n
II

n
I, , . Одного уравнения не хватает. 

Для получения этого уравнения следует использовать (П2.29), удовлетворив 

условиям на границе 

       12
1

sin UUedebx
L

n

n

d
L

n
I
n

d
L

n
I
n −=








+∑

∞

=

−
πππ

,  при   0<x<L; y=d.         (П2.29а) 

Для определения констант, стоящих под знаком суммы, следует восполь-

зоваться свойством ортогональности функций   x
L

n
sin

π . 
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∫






=

≠
=π⋅πL

0
kn,

2

L
kn,0

dxx
L
k

sinx
L
n

sin
K

K

 

Помножим (П2.29а) на   x
L

kπ
sin    и проинтегрируем по   x.   Тогда для 

правой части уравнения получим интеграл 

        ( ) ( )2 1
2 1

0

2
sin

0

L L
при k нечетнU Uk x

U U dx k
при k четнL

π
π

 −− = 


∫  

Слева получается сумма интегралов, однако все слагаемые этой суммы 

равны нулю при n k≠    в силу ортогональности функций. Отлично от нуля 

лишь слагаемое, когда n k= , равное   [ ]
2

L
edeb

d
L

k
I
k

d
L

k
I
k ⋅+

− ππ

. 

В результате, из уравнения (ПБ.29а)  получаем соотношения 

( )b e d e
n

U Un
I

n

L
d

n
I

n

L
d

π π

π
+ = −

− 4
2 1      при    n = 135, , ...        (П2.34) 

и                 b e d en
I

n

L
d

n
I

n

L
d

π π

+ =
−

0 .                       при  n = 2 4 6, , . 

Уравнения  (П2.32) ,  (П2.33)   и   (П2.34) – есть  системы  трех уравнений 

для определения трех неизвестных.  

                      b e d e b sh
n

L
dn

I
n

L
d

n
I

n

L
d

n
II

π π π1 1

1 0+ − =
−

;     

                      01211

11 =−−
−

d
L

n
chbedeb II

n

d
L

n
I
n

d
L

n
I
n

πεεε
ππ

; 

   ( )b e d e
n

U Un
I

n

L
d

n
I

n

L
d

π π

π
1 1 4

2 1+ = −
−

. 

Составляем определитель и решаем 
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1 1

1 1

1 1

1

1 1 2 1

0

n n
d d

L L

n n
d d

L L

n n
d d

L L

n
e e sh d

L

n
e e ch d

L

e e

π π

π π

π π

π

πε ε ε

−

−

−

−

∆ = − − ⋅
=                         (П2.35) 

= ( ) ( )
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1112121
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 −⋅−=∆ 1112122
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n
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( )12
1

3

8
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−−=∆
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,                       откуда 

( ) ( )111112

111212
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)(2
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;           (П2.36) 

( ) ( )111112

111212
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)(2
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shd
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shn
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 −⋅−−
= ππεππεπ

πεπε
π

;              (П2.37) 

( ) ( )111112

121 )(4

dd
L

n
chd

L

n
d

L

n
chdd

L

n
shn

UU
b II

n

−+−

−
= ππεππεπ

ε .                       (П2.38) 

Выражение для потенциала в каждой из сред с учетом (П2.36), (П2.37), 

(П2.38) можно записать в виде: 

а) для (П2.28) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

4 ( (
2 12 1 1 1 1 1

sin(
1

1,3,5... ( (
2 11 1 1 1

) )

)

) )

n n n n
U U ch d sh y d sh d ch y d

nL L L LU x
I n n n n Ln n ch d sh d d sh d ch d d

L L L L

π π π π
ε ε

π
ϕ

π π π π
π ε ε

− ⋅ − + −∞
∑= +

= ⋅ ⋅ − + −
       (П2.39) 

              в области        d1<y<d                                                         
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( )
( ) ( )( (

2 11 1 1 1
) )

4 ( )
2 1 1 sin( )

1
1,3,5... n n n n

n ch d sh d d sh d ch d d
L L L L

n
U U sh y nLU x

II Ln π π π π
π ε ε

πε πϕ
⋅ ⋅ − + −

−∞
= + ∑

=
  (П2.40) 

               в области         0<y< d1                                     

Можно проверить правильность решения, приравняв 111 ϕϕ = при y=d1. Как 

видим равенство имеет место, граничное условие выполнено. 

Частным случаем этого решения  является решение для  однородного ди-

электрика ( εεε == 21 ) и d =d1. Для этого случая получаем 

( )
ϕ

π

π π
π

II
U

U U sh
n

L
y

n sh
n

L
d

n

L
x

n
= +

−

⋅=

∞
∑1

4
2 1

1 3 5
sin

, , ...
.                   (П2.41) 

Используя выражение  (П2.41), можно найти распределение потенциала в 

плоском конденсаторе. Для этого представим, что   L → ∞ .    

Тогда  

n n
sh y y

L L

π π≈ ,     sh
n

L
d

n

L
d

π π
1 1→ ,   а  

s h
n

L
y

s h
n

L
d

y

d

π

π
1

1

≈  

и, следовательно, 
( )

ϕ
π

π
II

U
y

d

U U

n

n

L
x

n
= +

−

=

∞
∑1

4
2 1

1 3 51

sin
, , ...

,  n = 135, , ... , 

Граничные  условия, очевидно, выполняются: 

     при у=0      11ϕ =U1;         при у=d 1     1
...5,3,1

sin
4

)(
1 12 ∑

∞

=
−+=

n
x

L

n

n
UUU

II
π

π
ϕ ,  

 а так как  сумма при n ∞→  стремится к 1, то ϕ II U= 2 .  

     В результате получается формула, позволяющая построить распределение 

потенциала в плоском конденсаторе при заданных потенциалах U1,U2 на элек-

тродах:    

               ϕ II U
y

d
U U= + −1

1
2 1( ) .                                                            (П2.42) 
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ВВЕДЕНИЕ 

Настоящее учебно-методическое пособие предназначено для студентов, 

обучающимся по образовательным направлениям «Радиотехника» и «Телеком-

муникация», и содержит материал по шести основным разделам дисциплины 

«Электромагнитные поля и волны».  

В каждом разделе кратко  изложены вопросы теории, необходимые для 

решения задач и приведены решения типовых задач. Предлагается также значи-

тельное количество задач для самостоятельного решения. Условия задач иллю-

стрируются рисунками, поясняющими выбор системы координат, размеров и 

прочей необходимой информации. 

В приложении 1 , в качестве справочного материала, приведены основные 

формулы и операции векторного анализа. Векторный анализ является «матема-

тическим языком» электродинамики и поэтому умение свободно им пользо-

ваться является необходимым при изучении этой дисциплины.  

В разделе «Приложение 2» приведена задача о нахождении потенциала 

между двумя изолированными электродами, заполненными неоднородной сре-

дой, решение которой выполняется методом разделения переменных, а резуль-

тат представлен в виде бесконечных рядов. Она рассчитана на любознательных 

студентов и полезна ввиду своей информативности. 

Задачи, приведенные в пособии, частично заимствованы из различных 

учебных пособий и монографий, а в основном  разработаны преподавателями 

кафедры. Для усвоения материала требуются знания основ высшей математики 

и общей физики в объемах, читаемых в вузах.  
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СПИСОК УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ 

А - работа, Дж

B
r

- магнитная индукция, Тл (Вб/м2 )

С - емкость, Ф

с - скорость света в вакууме, с=3⋅108 м/с

D
r

- электрическое смещение ( электрическая индукция), Кл/м2

E
r

- напряженность электрического поля, В/м

е - заряд электрона, Кл106,1 19−⋅−=e

F
r

- сила, Н

f, (ω ) - рабочая частота, Гц, ( круговая частота, рад/с)

H
r

- напряженность магнитного поля, А/м

I - электрический ток, А

J, j, jS - плотность электрического тока, плотность поверхностного тока,

А/м 2 

k,k
r

- волновое число, волновой вектор, 1/м

L, M - индуктивность и взаимная индуктивность, Гн

m - масса электрона, 311011,9m −⋅=  кг

M
r

- вектор намагниченности среды, Тл (Вб/м2 )

n - показатель преломления среды

p
r

- импульс частицы, кг⋅м/с

e
P
r

- дипольный момент, Кл·м

P ,  PT    -  мощность и мощность тепловых потерь, Вт 

P
r

- вектор поляризации среды, Кл/м2

q - величина электрического заряда, Кл

r
r

- радиус-вектор точки

U,ϕ   - электрические  потенциал и напряжение, В

ϑ ,vф   фазовая  скорость распространения электромагнитной волны в среде, м/c

vгр        -  групповая скорость, м/c
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W, WΕ , WΜ   -  энергия, электрическая энергия, магнитная энергия ЭМП, Дж 

w       -  объемная плотность  энергии электромагнитной поля, Дж/м3 

ZС    -  характеристическое (волновое) сопротивление среды, Ом  

W0  -  характеристическое (волновое) сопротивление вакуума, W0 = 120π Ом 

000 z,y,x
rrr

- орты декартовой системы координат

000 ,, zr
rrr α -  орты цилиндрической системы координат

000 ,, αθ rrr
r - орты сферической системы координат

α - коэффициент затухания (потерь) в среде, 1/м

β - фазовая постоянная распространения волны, 1/м

γ -  постоянная распространения волны, 1/м ( αβγ i+= )

∆ - угол потерь

δ -  глубина проникновения электромагнитного поля, м

ε - абсолютная диэлектрическая проницаемость среды, Ф/м

r
ε -  относительная диэлектрическая проницаемость среды, 0r

/ εε=ε

0
ε диэлектрическая проницаемость вакуума, 129

0
1085,810

36

1 −− ⋅=⋅
π

=ε

Ф/м

ε̂  тензор абсолютной диэлектрической проницаемости среды, Ф/м 

σ  -  удельная проводимость среды, См/м

µ0 - магнитная проницаемость вакуума, 7
0 104 −⋅= πµ Гн/м

µ , r
µ -абсолютная, Гн/м, и относительная, 

0µ
µµ =r , магнитная проницае-

мость

mχ ,
Э

χ -  магнитная и- электрическая восприимчивости среды

ρ , ξ , τ   -  объемная, поверхностная, линейная плотности электрического заря-

да, соответственно Кл/м3, Кл/м 2  , Кл/м 

Φ , IKΨ -  магнитный поток и потокосцепление, Вб

λ, (λ0) длина волны в среде (вакууме), м
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П
r

- вектор Пойнтинга, Вт/м2

ЭДС, Э  - электродвижущая сила, В 
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1. УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА

В данном разделе рассматриваются темы: 

1.Уравнения Максвелла в  интегральной  и  дифференциальной  формах.

Материальные уравнения

2. Граничные условия.  Основные следствия из уравнений Максвелла.

3.Связь между векторами электромагнитного поля.

4.Определение ЭДС в контуре. Расчет  электромагнитной  энергии.

1.1. Уравнения Максвелла в  интегральной и дифференциальной

формах 

Закон полного тока (первое уравнение Максвелла) 

∫ =
L

IldH
rr

,  (1.1) 

где ∫=
S

SdjI
rr

 - полный ток, пронизывающий площадку, опирающуюся на контур

L. Закон электромагнитной индукции

dt

dФ
ldE

L

−=∫
rr

,  (1.2) 

где  SdBФ
S

rr

∫= - поток вектора магнитной индукции, пронизывающий пло-

щадку S.  Тогда, второе уравнение Максвелла запишется в виде: 

SdB
dt

d
ldE

SL

rrrr

∫∫ −= .  (1.3) 

Постулат Максвелла (третье уравнение Максвелла) 

∫ =
S

qSdD
rr

,  (1.4) 

где q – заряд, находящийся внутри замкнутой поверхности S. 

Закон непрерывности линий магнитной индукции  (четвертое уравнение) 

∫ =
S

0SdB
rr

.  (1.5) 

Уравнения Максвелла в дифференциальной форме: 
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Плотность полного тока представляет сумму плотностей четырех токов 

j j j j j
см пр пер ст

= + + +
r r r r r  ,                               (1.7) 

  Выражения каждого из токов приведены в таблице ниже 

 В каждой конкретной задаче присутствует один или несколько то-

ков,  соответствующих условиям задачи. 

 1.2. Материальные уравнения, граничные условия и энергия ЭМП  

Связь векторов поля в некоторой материальной среде  представляется ма-

териальными   уравнениями: 

   MHHB
0

rrrr
+µ=µ= ,                                    (1.8) 

                                  PEED
0

rrrr
+ε=ε= .                                     (1.9) 

 Здесь        M
r

 -   вектор намагниченности,  HM m0

rr
χµ= ,  Тл,                        (1.10) 

                   P
r

  - вектор поляризации среды,  EP
Э0

rr
χε= , Кл/м2,            (1.11)          

где  χm=µr-1  магнитная восприимчивость и  χэ=εr-1 –электрическая восприим-

чивость. 

         Вектор плотности тока проводимости    связан с вектором напряженности 

электрического поля законом Ома в дифференциальной форме 

                               Ej
ПР

rr
σ=  .                                             (1.12) 

jHrot
rr

=               (1.6а) 

t

B
Erot

∂

∂
−=

r
r

           (1.6б) 

ρ=Ddiv
r

          (1.6в) 

 

0Bdiv =
r

              (1.6г) 

СМ
j
r

 

плотность тока 

смещения 

ПР
j
r

 

плотность тока 

проводимости 

ПЕР
j
r

 

плотность тока 

переноса 

СT
j
r

 

плотность сто-

роннего тока 

t
D

смj
∂
∂=
r

r  Eпрj
rr

σ=  ϑρ=
rr

перj  первичный ис-

точник поля 

СМ
j
r

 

плотность тока 

смещения 

ПР
j
r

 

плотность тока 

проводимости 

ПЕР
j
r

 

плотность тока 

переноса 

СT
j
r

 

плотность сто-

роннего тока 

t
D

смj
∂
∂=
r

r  Eпрj
rr

σ=  ϑρ=
rr

перj  первичный ис-

точник поля 

СМ
j
r

 

плотность тока 

смещения 

ПР
j
r

 

плотность тока 

проводимости 

ПЕР
j
r

 

плотность тока 

переноса 

СT
j
r

 

плотность сто-

роннего тока 

t
D

смj
∂
∂=
r

r  Eпрj
rr

σ=   

 

первичный ис-

точник поля 
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Каждая  среда характеризуется  относительными проницаемостями – маг-

нитной (µr) и  электрической (εr) и абсолютной удельной проводимостью σ. 

Материальные среды по своим свойствам делятся на однородные и неод-

нородные, линейные и нелинейные, изотропные и анизотропные.  

Неоднородными  являются среды, в которых параметры σεµ и,,  являют-

ся функциями координат. Нелинейными являются среды, в которых параметры 

σεµ и,,  являются функциями самих полей. Анизотропные среды отличаются 

от изотропных тем, что они в разных направлениях  обнаруживают различные 

свойства.  Для таких сред  σεµ и,,  могут быть представлены  виде тензора. 

Тензор представляет матрицу, состоящую из 9 независимых элементов. Мате-

риальные уравнения в этом случае приобретают вид:  

ED
rr

⋅= ε ,   HB
rr

⋅µ= ,   ЕJ
ПР

rr
⋅σ= .                               (1. 13) 

Переход от уравнений Максвелла в интегральной форме к уравнениям в 

дифференциальной форме осуществляется с помощью теорем  

Остроградского - Гаусса  (П1.19)    

                      

     ∫ ∫=
S V

dVAdivSdA
rrr

                                                 (1.14) 

и     Стокса (П1.26)  

∫=∫
SL

SdArotldA
rrrr

,                                                  (1.15)  

где вектором A
r

 может быть любой из 4 векторов E
r

,D
r

,B
r

,H
r

. 

Уравнения Максвелла  имеют единственное решение, соответствующее 

поставленной задаче, только в том случае, когда они подчинены граничным и 

начальным условиям. Граница может проходить между двумя диэлектриками: 

граница диэлектрик – диэлектрик (Д-Д) и между диэлектриком и металлом гра-

ница  диэлектрик – металл (Д-М). Граничные условия непосредственно следу-

ют из уравнений Максвелла и определяют поведение векторов поля на границе  

раздела двух  сред.  
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0
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− =

r rr

r rr

r rr

r r rr

Рис.1.1 

В таблице приведены граничные условия в векторной форме  и для 

нормальных и тангенциальных к границам составляющих полей. 

   Векторная форма 

граничных условий 

           Д-Д             (1.16)              Д-М           (1.17)  
 

 

 

 

 

       

Примечание. Векторы электромагнитного поля могут быть выражены 

друг через друга только в том случае, если каждое из них в отдельности удов-

летворяет системе уравнений Максвелла. 

Удельная энергия электрического или магнитного поля определяются со-

отношениями  

         
0

22
0

22 µµ
µµ ВН

wн == .   
0

22
0

22 εε
εε

⋅
=

⋅
= DE

wE .                            

Интегрирование по объему дает полную энергию электрического или 

магнитного поля                        ∫=
V

EE dVwW    ,       ∫=
V

нH dVwW .              

1.3 Примеры решения типовых задач 

    Задача №1 

  По прямолинейному круглому проводнику радиуса R протекает ток си-

лою I. Найти выражения, определяющие на-

пряженность магнитного поля внутри про-

водника (область 1, 0≤  r≤  R) и вне проводни-

ка (область 2: -  R≤ r ∞≤ ) .           

Построить график зависимости Н(r). Оп-

ределить значения Н при следующих данных: 

радиус проводника R=1см, величина тока I = 

1А, r1 = 0,5 см  и  r2 = 1м. 

;

;0
1

;0

sjH
n

B
E

о;nD

=
=
=
=

τ

τ

S21

n2n1

21

Sn2n1

jHH

;BB

;EE

;DD

=−
=
=

ξ=−

ττ

ττ
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Рис.1.2 

Решение. Для решения этой задачи  используется первое уравнение Мак-

свелла в интегральной  форме, т.е. закон полного тока  (1.1). 

Формулировка этого закона утверждает, что циркуляции вектора H
r

 

по контуру L определяется  величиной полного тока, охватываемого  этим 

замкнутым контуром,  как показано на рис. 1.1.  Так как элемент длины контура 

в цилиндрической системе координат равен αα drd a
0v

l
r

= ,  то 

2

0

2
L

Hd H rd H r I
π

α αα π= = ⋅ =∫ ∫
rr
l� , 

В области 2 контур L2 охватывает полный ток I, поэтому 

r2

I
H

2 π
=α ;                                                      (1.18) 

Определим величину тока в области  1 (внутри проводника), охватываемой   

контуром L1, исходя из постоянства плотности тока по сечению. Приравнивая  

значение плотности полного тока в пределах всей площади πR2, равное 

2R

I
j

π
= , и плотности  тока на любом сечении с радиусом проводника r 

(
2

1

r

I
j

π
= ), получим значение тока в любой точке для первой области 

2

1 2

Ir
I

R
= .  

Напряженность магнитного поля в первой области будет равна           

21 R2
Ir

H
π

=α  .                                             (1.19) 

График зависимости  Н(r)  представлен на рис. 1.2.  

 Результат   численного расчёта дает: Н1 = 8 А/м, Н2 = 0,16 А/м. 

Решение этой задачи позволяет получить решения для следующих вариантов:  

1.Если направление тока в проводе заменить на противоположное, чему 

равна напряженность магнитного 

поля? 

 2. Как изменится величина напря-

женности магнитного поля во внеш-

ней области, если провод заменить 
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полым цилиндром с внутренним  радиу-

сом равным R/2, а ток оставить неизмен-

ным? Чему будет  в этом  случае напря-

женность магнитного поля в области    

0÷R/2?  

Задача №2 

Между полюсами электромагнита, 

создающего в зазоре индукцию  

tBB ωcos0

vr
= , помещена круглая рамка, площадь которой S1 (S1=π ⋅а2, где а – ра-

диус рамки) много меньше площади полюсов электромагнита S и L–периметр 

рамки (рис. 1.3). Определить  напряженность электрического поля, циркули-

рующую вдоль рамки и электродвижущую силу Э, наведённую в контуре, если 

частота генератора  f =400 Гц, амплитуда напряженности переменного магнит-

ного поля В 0 =1Тл, а=0,5см? Справка: LЕЭ
l

= . 

 Как изменятся E
r

 и Э, если  рамку повернуть на угол α=600  относительно 

первоначального положения?  Диэлектрик - воздух. 

Решение. Для решения этой задачи используется закон электромагнитной 

индукции.( второе уравнение Максвелла в интегральной форме (1.3)).   

 По условиям задачи, поток вектора индукции, пронизывающий рамку, 

можно считать однородным и  определяемым в виде  αcos1

1

SBSdBФ n
S

== ∫
rr

. 

Здесь B n  - проекция вектора B
r

 на нормаль n
r

 к поверхности S1.  Согласно зако-

ну  электромагнитной  индукции, циркуляция вектора E
r

 по замкнутому конту-

ру  равна скорости изменения этого потока t/Ф ∂∂ , пронизывающего площад-

ку S1,. Запишем эти утверждения 
2

20
0

( cos )
2 sin

L

В a t
Э Ed Е L E a B a t

t

π ωπ π ω ω∂= = ⋅ = = − = ⋅
∂∫ l l

rr
l� .          (1.20) 

 При перпендикулярной ориентации рамки по отношению к вектору 

B
r

,  т.е. когда угол  α=0,  наведённая Э в контуре определяется выражением  

Рис.1.3 
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( )tBaЭ ωωπ sin0
2= . 

Подставив заданные величины, получим 

( ) ( ) ( ) BttЭ 4002sin0314,04002sin400105,0)14,3(1
22 ⋅=⋅⋅⋅= − ππ . 

Откуда максимальная (амплитудная) величина Э равна   Эмак=3,14⋅10 -2  В 

Напряженность электрического поля, циркулирующая вдоль рамки Еe, 

равна  отношению Э к периметру рамки L 

( ) ( ) ( ) мBttaЭLЭE /,sin1025,0)105,02/(4002sin400105,0)14,3(12// 2222 ωπππ −−− ⋅=⋅⋅⋅⋅⋅===
l

        При повороте плоскости рамки на угол   α  относительно магнитного по-

ля,   E
r

 и Э уменьшаются  в αcos  раз.      

Ответ:  1)  Максимальная Э, наводимая в контуре при перпендикулярной 

ориентации рамки  к вектору 
0

B
r
и напряженность электрического поля соответ-

ственно равны     Эмак1=3,14⋅10-2 В     и    21025,0 −⋅=
lмакE  В/м.   

2) при повороте рамки на угол α максимальная Э и напряженность элек-

трического поля  Эмак2=1,57⋅10-2 В,    Емак2= 1,25 мВ/м. 

Задача №3  

Положительный заряд с объёмной плотностью ρ =10 3− Кл/м 3  равномерно 

распределён  в сферическом объёме  радиуса R=1см. (Рис. 1.4)   Найти вектор 

электрического смещения D
r

 и вектор напряженности электрического поля E
r

 в 

областях: 1. (0≤ r≤R) и  2. (R ≤ r≤ ∞ ).   Диэлектрик-воздух.    Построить график 

зависимости )r(D
r

. Дать численный результат при: г1=0,2см, r2=1м.  

 Рис.1.4 Рис.1.5 
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Решение. Исходной формулой для решения этой задачи является третье 

уравнение Максвелла (1.4). Так как вектор D
r

 распределен по поверхности рав-

номерно, то  ∫ ==
S

r
qSDSdD

rr

. Следовательно: 

1. Для первой области (0≤ r≤ R)  при S =4πr2  получим  q= 3

3

4
rπρ , 

Dr1= r
3

ρ =2/3⋅10 6− ,Кл/м2,            
0

1r
1r

D
E

ε
= .                  (1.21)                                           

 2.Для второй области (R ≤ r≤ ∞ )   q= 3

3

4
Rπρ .      

                         
2

3

2r r
R

3
D

ρ= =1/3⋅10-9 Кл/м2 ,         

0

2r
2r

D
E

ε
=  .                             (1.22)                                                           

   Меняя r   в пределах 0≤ r≤ ∞, построим график зависимости  )r(D
r

, пока-

занный на рис. 1.5. 

Самостоятельно можно  ответить на вопросы : 

1.Что произойдет с векторами   
2

E
r

 и  
2

D
r

,   если в объёме, вместо распре-

делённого заряда будет находиться сосредоточенный заряд q , причём в произ-

вольной точке? 

2. Чему будут равны вектора 
1

E
r

, 
1

D
r
в точке  r=0,  если объёмный заряд  

распределён в слое 0,5R  ≤  r≤ R?  

Задача №4  

Доказать, что вектор магнитной индукции 

r2

I
B 00

π
µ

α= rr
      удовлетворяет 4-му уравнению Мак-

свелла в  интегральной  форме (1.5), т.е. линии век-

тора B
r

 непрерывны  (рис 1.6). 

 Решение. Решение этой задачи сводится к вычис-

лению интеграла  0=∫ SdB
s

rr
 по поверхности сим-

метричной (относительно оси z) объёмной фигуры, 

построенной вокруг проводника с током  и замкну-

z

I

1S

2S

B

z

I

1S

2S

B
бокS

Рис.1.6 
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той по координате α. Часть этой фигуры, в виде искривленного цилиндра, пока-

зана на рисунке 1.6. Полный поток вектора магнитной индукции через этот вы-

деленный объём можно представить в виде трех потоков: через одно S2 и дру-

гое S1 сечение и боковую поверхность Sбок. Запишем вектор Sd
v
 виде суммы 

трех слагаемых:  
бокdsrdsds 0

2
0

1
0 rrr

+− αα .Подставим в под интегральное выражение 

векторы  B
v
и Sd

r
, получим:  

0)(
22

00
2

00
1

00000 =+−== ∫∫∫
S

бок

sS

dsrdsds
r

I
Sd

r

I
SdB

rrrrrrrrrr
ααααα

π
µ

π
µα .  

Здесь 0ss
2

00

1

00 =αα−αα rrrr
, так  как  s1=s2, а нормали к площадкам проти-

воположно направлены, и скалярное произведение двух ортогональных векто-

ров равно нулю ( 0r00 =αr ). Поэтому  для замкнутой фигуры получаем 0SdBs =∫
rr

.  

Задача №5  

Определить   rotH
r

   для    магнитных полей,  полученных в первой зада-

че в виде формул (1.18) и (1.19). 
r2

I
H

2 π
=α  и 21 R2

Ir
H

π
=α  . Решать в цилиндри-

ческой системе координат. 

Решение.      Так как заданные магнитные поля имеют только  со-

ставляющие  по координате  α, то в третьей строке определителя (П1.24) будет 

отличен от ноля только один член rHα. Подставим в определитель rotН1 задан-

ное значение Нα1:    )R2/I(

0rr0
zr

z
r

1
r

r

1

0rH0
zr

z
r

1
r

r

1

Hrot 2

1
π⋅























⋅
∂
∂

α∂
∂

∂
∂

°°α°

=























∂
∂

α∂
∂

∂
∂

°°α°

=

α

r . 

Раскрывая определитель, получаем (для области внутри проводника) толь-

ко  z - составляющую плотности тока, т.е.  

2

2
0 0 0

1 2 2

21
,

r I

R I A
rotH z z z j

r r R м

π
π

  
∂  
  = = =

 ∂
 
 

r r r r .                   Аналогично найдем rotН2, 

подставляя известное значение Нα2  для области вне проводника 
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)2/I(

0
r

1
r0

zr

z
r

1
r

r

1

0rH0
zr

z
r

1
r

r

1

Hrot
2

π⋅























⋅
∂
∂

α∂
∂

∂
∂

°°α°

=























∂
∂

α∂
∂

∂
∂

°°α°

=

α

r . 

Раскрывая этот определитель,  получим все составляющие равными нулю, 

т.е.   rot
2

H
r

=0. 

 Вывод: Хотя магнитное поле существует как внутри проводника, так и 

вне его, но внутри проводника rot
1

H
r

≠0, а вне - rot
2

H
r

=0. Почему? Попробуйте 

объяснить сами.  

Задача №6 

Определить дивергенцию векторов D
r

(в сферической системе координат), 

полученных  в задаче №3 в виде формул (1.21)  и (1.22).  

Решение.  Вектор электрической индукции D
r

 (задача №3) задан только 

составляющей вдоль радиуса сферической системы координат:   

 • для первой области (0≤ r≤ R),           Dr1= r
3

ρ , 

• для второй области (R ≤ r≤ ∞ )       
2

3

2r r
R

3
D

ρ= . 

Используем выражение дивергенции в сферической системе координат 

(П1.17) и учитывая, что вектор D
r

 зависит только от координаты r, получим :   

2

2

( )1 rD r
divD

r r

∂=
∂

r
. 

Подставляя известные выражения Dr и D2, будем иметь 

ρ

ρρ

===
dr

r
d

rdr

r
r

d

r
Ddiv

)
3

(
1

)
3

(
1

3

2

2

21

r
    и    

dr

r
r

R
d

r
Ddiv

)
3

(
1

2
2

3

22

ρ

=
r

=0. 

Вывод:    ρ=
1

Ddiv
r

,     0Ddiv
2

=
r

. 

Постарайтесь ответить на вопрос почему же дивергенция вектора   
2

D
r

  

равна нулю, а дивергенция вектора 
1

D
r
не равна 0? 
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Задача №7 

Может ли вектор ( )yyx5xBB 00
0

rrr
+=  быть вектором магнитной индукции? 

   Решение.  Заданный вектор может быть вектором магнитной индукции 

только в случае, если он будет удовлетворять уравнению непрерывности (1.5)  

       Так как  div 6B =
r

, то заданный вектор не может  быть вектором магнитной 

индукции.  

Задача №8  

Относительная диэлектрическая проницаемость среды изотропного ди-

электрика равна     4r =ε . Чему равна электрическая восприимчивость? 

Решение.  Электрическая восприимчивость (1.11) определяется из равенст-

ва    (1 )эr
χε = + , следовательно   χэ  = 4 - 1=3.  

Задача №9  

Напряженность магнитного поля в среде, обладающей  µ
r
=102,  

Н=0,1А/м. Чему равен вектор намагниченности среды M
r

? 

Решение.    Согласно (1.10), магнитная восприимчивость среды определя-

ется как 10111021 =−=−= rm µχ , а намагниченность среды M
r

 равна   

=χµ= HM
m0

rr
4π⋅10-7101⋅0,1=126,8⋅10-7 Тл. 

Вспомните, в каких  средах вектор намагниченности  больше нуля, меньше 

нуля и равен нулю? 

Задача №10   

Анизотропный диэлектрик имеет диэлектрическую проницаемость 

                                 
















=

0

1

1

00

0

0

ε
εα
αε

ε  

К нему приложено электрическое поле 
z

0
x

0 EzExE
rrr

+= .   

Найдите выражение для вектора электрического смещения D
r

. Определите 

угол между векторами E
r

  и D
r

.  
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Решение.   Так как  диэлектрик имеет анизотропную диэлектрическую 

проницаемость, то вектор электрического смещения D
r
будет определен сле-

дующим выражением. 

                    

































ε
εα
αε

=ε=

z

x

0

1

1

E

0

E

00

0

0

ED
rr

 

Перемножая  строку на столбец, получим проекции вектора смеще-

ния: XX ED 1ε= ,   XY ED α= ,   ZZ ED 0ε= . 

Из них составим вектор смещения  D
r

 

zxx EzEyExD 0
00

1
0 εαε rrrr

++= . 

Для определения угла между векторами D
r

 и E
r

 запишем скалярное произ-

ведение векторов 

( ) )cos(22222 EDEEDDDEDEDED zxzyxzzxx

rrrr
+++=+= ,  откуда 

∠ )( ED
rr

 = 














+⋅++

+
22222

cos
zxzyx

zzxx

EEDDD

EDED
arc . 

Задача №11 

   Два диэлектрика, обладающие относительными диэлектрическими про-

ницаемостями 1rε  и 2rε  имеют плоскую границу раздела (рис. 1.7). 

Вектор E
r
  электрического поля в первой среде образует угол 1θ  с осью z. Най-

ти вектора E
r
 и D

r
 во второй среде и угол преломления 2θ .Численный ответ 

привести   для 1rε =1,  2rε =4,  Е1= 1 В/м, 1θ =300 . 

  Решение.   1. Найдем вектора E
r
 и D

r
 во второй среде.  Запи-

шем для  первой среды общее выражение напряжен-

ности электрического поля 2

1n

2

11
EEE += τ

r
 и вектора 

электрической индукции 
111

ED
rr

ε=   , где ,sin 111 θτ EE =  

Е 1n =E1 СOS 1θ . 

Рис.1.7 



 25

Для второй среды -  2

2n

2

22
EEE += τ

r
,  

222
ED
rr

ε= . 

Воспользуемся граничными условиями (1.16): 21
EE ττ = , 21 nn DD =  . 

Тангенциальная составляющая напряженности электрического поля вто-

рой среды легко определяется первым выражением, нормальная составляющая 

определяется  из второго выражения и материального уравнения (1.9), т.е. 

2n2r1n1r
EE ε=ε , откуда   1n2r1r2n

E)/(E εε= . 

Подставляя заданные величины, получим 

,м/В5,0sinEEE
1121

=θ== ττ     Еn1=E1⋅cos θ1 =0,87 В/м. 

112r1r1n2r1r2n
cosE)/(E)/(E θ⋅εε=εε= ,     Еn2 =0,2275 В/м.  

Величина напряженности электрического поля во второй среде равна   

546,022,05,0 22
2 =+=E  В/м, тогда 184,2546,04222 =⋅== ED ε  Кл/м2. 

2. Найдем угол преломления 2θ . Для этого [2], используя (1.16) составим 

систему уравнений 

.coscosE

,sinEsinE

22r111r

2211

θε=θε
θ=θ

 

Поделив первое уравнение на второе, получим 
21r12r

tgtg θε=θε , которое 

позволяет определить угол преломления 2θ  

0
1

2

1
2 6,66== θ

ε
εθ tgarctg

r

r . 

Ответ: 546,02 =E  В/м,    184,22 =D  Кл/м2 ,  2θ = 06,66 . 

Посмотрите, что изменится в решении, если вторую среду заменить пло-

ской металлической поверхностью?  

Задача №12 

Две полубесконечные магнитные среды, 1-ая изотропная и 2-ая анизо-

тропная, имеют плоскую границу раздела, которая проходит через y=0, коорди-

натная поверхность zx  (рис. 1.8). Проводимости сред равны нулю. В первой 
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среде существует магнитное поле  
1y

0

1x

0 HyHxH
rrr

+= . 

Определить магнитное поле во второй среде. 

Параметры сред: 

 
021

z

0

0

201
,

00

0

0

; ε=ε=ε
















µ
µα+

α−µ

=µµ=µ  

Решение.   Согласно рис. 1.8 и граничным условиям (1.16), записываем 

связь между векторами первой и второй сред. 

0HH,HHHH
2z1z2x1x21
===→= ττ ,                         (1.23) 

        nynn BHB 21021B =→= µ                                       

(1.24) 

Запишем вектора H
r

 и B
r

 для первой среды: 

1y

0

1x

0

1
HyHxH

rrr
+= ,  

1y0

0

1x0

0

101
HyHxHB µ+µ=µ= rrrr

 . 

Запишем выражение для вектора Н2, составляющие которого надо опре-

делить из граничных условий:   2
0

2
0

2
0

2 zyx HzHyHxH
rrrr

++= .                        (1.25) 

Так как во второй среде магнитная проницаемость представлена тензором, то 

вектор магнитной индукции для второй среды через материальное уравнение 

(1.8) запишем в виде произведения двух матриц и перемножим их:        

.

0000

0

0

202

220
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yx
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x

zz

e

x

HH

HH
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H

B
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B
r

 

В результате получим следующее выражение: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2y01x

0
2y01x0

0
2y02x

0
2y2x0

0
2

HHyHHxHHyHHxB µ+α+α−µ=µ+α+α−µ= rrrrr
. 

Вектор 
2

B
r

 будет полностью определен, если будут определены Hx2 и 

Hy2.  Но  
1x2x

HH =  (равенство тангенциальных составляющих) и составляющая    

2y01x2y
HHB µ+α= .   

Приравняем составляющие (равенство нормальных компонент) 2yB = 1yB , 

Рис.1.8 
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   .1012012 yyyxy HBHHB µµα ==+=                               (1.26) 

 Из (1.26) определим      1

0

12 xyy HHH
µ
α−= .  

  Зная составляющие магнитного поля второй среды, запишем конечное 

выражение векторов  
2

H
r

  и   
2

B
r

: 

)HH(yHxH
1x

0
1y

0

1x

0

2 µ
α−+= rrr

,      
1y0

0
1y1x

0

22

00
2

Hy)HH(xB µ+α−
µ

α+µ
= rrr

. 

Подумайте, почему вектора 
2

H
r

  и   
2

B
r

 имеют только две проекции? 

Задача №13 

 Доказать, что уравнение непрерывности плотности полного тока 

0jdiv
полн

=
r

  является следствием уравнения Максвелла. 

Решение.      Для доказательства достаточно провести операцию div над 

уравнением (1.6а):  div rot H divj=
r r

. Так как операция div rot есть тождествен-

ный  нуль, то, 0divj =
r

, что и требовалось доказать.  

    Задача №14 

 Плотность полного тока в проводящей среде  задана 0 04j x х y у= +
r r r . 

Удовлетворяет ли данный ток уравнениям Максвелла? 

Решение.    Удовлетворяет, если 0divj =
r

.     Расчёт, однако, показывает, 

что div j
r

=5. Это означает, что заданное выражение плотности тока не удовле-

творяет требованию непрерывности тока.  Рассмотрите вариант, когда  вектор 
0 04j x y= +

r r r  не зависит от координат? 

Задача №15  

Докажите, что закон сохранения заряда является следствием закона не-

прерывности полного тока. 

 Решение.   Закон сохранения заряда утверждает, что всякому измене-

нию заряда в некотором объёме соответствует электрический ток, втекающий в 

объём или вытекающий из него. Он является следствием закона непрерывности 

полного тока: ( )/ 0прdivj div j div dD d t= + =
rr r

. После подстановки постулата Мак-
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свелла, интегрирования по объёму dV
dt

dVjdiv пр ∫∫
∂−= ρ и применения теоремы 

Остроградского-Гаусса (П1.19), это уравнение  записывается   в виде   

пр
S

пр
I

dt

Q
Sdj =∫

∂−=
rr

. То есть   
dt

Q
I
пр

∂−= . Что и требовалось доказать. 

 Задача №16  

Доказать, что в однородной проводящей среде не может существовать 

объемное распределение заряда, не зависящее от времени  и найти эту зависи-

мость. 

Решение. В рассматриваемой среде существуют токи проводимости и 

смещения. Уравнение 0
)( =

∂
∂+

t

Ddiv
Ediv

r
r

σ  является следствием первого уравне-

ния Максвелла и с учетом (1.6) для однородной среды может быть  записано   

dt

dρ + ρ
ε
σ

=0.  Это дифференциальное уравнение после разделения переменных  

и интегрирования имеет решение:         
t

e ε
σ

ρρ
−

°= ,                                                   

(1.27) 

где ρ0 – начальная величина заряда при t=0. 

Из (1.27)следует, что плотность заряда в проводящей среде, независимо от 

напряженности поля E
r

  убывает по экспоненциальному закону. Время, в тече-

ние которого заряд уменьшается в е=2,78  раз, называется временем релакса-

ции. По формуле (1.27)  можно определять время релаксации для разных сред. 

   Задача №17 

 Показать, что из дифференциальных уравнений Максвелла для диэлек-

трика в отсутствии свободных зарядов и сторонних источников получаются 

волновые уравнения для векторов электромагнитного поля E
r

 и H
r

. 

Решение.   Используем систему уравнений Максвелла (1.6). Применим 

операцию rot к первому уравнению системы 

            
t
Erot

Hrotrot
∂

∂ε=
r

r
.                                       (1.28) 
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Используем соотношение (П1.37)  

  HHdivgradHrotrot 2
rrr

∇−= .                           (1.29) 

Так как 0Hdiv =
r

, то Hdivgrad
r
тоже будет равно нулю. 

Заменив в (1.28) Erot
r

, уравнением (1.6) получим  волновое уравнение 

для вектора магнитного поля H
r

          

2

2
2

t

H
HH

∂
∂εµ−=∆=∇

r
rr

.                                          (1.30) 

Для вектора электрического поля волновое уравнение выводят анало-

гичным образом, полагая  0Ediv =
r

. Получаем 
2

2
2

t
E

EE
∂
∂εµ−=∆=∇

r
rr

.       (1.31) 

       Задача №18  

 Докажите, что вектор E
r

, представленный выражением 

)kztcos(EyE
0y

0 −ω= rr
 является решением волнового уравнения (1.31). 

Решение.  Так как вектор E
r

 является функцией одной координаты z, опе-

ратор 2

2
2

dz
d=∇ и волновое уравнение  примет вид   

2

2

dz

Еd У =
2

2

t

ЕУ

∂
∂− εµ  

Взяв производные от вектора E
r

, убедитесь, что равенство левой и правой 

частей волнового уравнения выполняется при равенстве  εµω=k . 

Задача №19 

В идеальном диэлектрике существует электромагнитное поле, заданное 

вектором электрического поля: ( ) tcosrEzE
Z0

ω= rr
, явная зависимость которого  

от r неизвестна.   Найти напряженность магнитного поля Н(r), соответст-

вующего заданному вектору. Система координат цилиндрическая. 

Решение. Векторы электромагнитного  поля могут быть выражены 

друг через друга только в том случае, если каждое из них в отдельности удов-

летворяет уравнениям Максвелла. Используем 2-е уравнение Максвелла   
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t

H

t

B
Erot

∂
∂µ−=

∂
∂−=

rr
r

 .  Раскроем определитель Erot
r

  для заданного вектора, 

приравняем соответствующие проекции и выразим Н(r) через Еz(r) 

.
t
H

tcos
r

E

tcos)r(E00
zr

z
r
1

r
r
1

Erot z0

z

000

∂
∂µ−=ω

∂
∂α−=























ω
∂
∂

α∂
∂

∂
∂

α

=
r

r

rrr

r

            (1.32) 

    Из выражения (1.32) видно, что магнитный вектор имеет только од-

ну проекцию  Нα                                        .HH α°α= rr
 

Проинтегрировав по времени,  получим 

t
r

rE
H z ω

µωα sin
)(1

  
∂

∂
=

.                           (1.33) 

Составим уравнение для определения выражения  Ez(r), воспользовавшись 

уравнением Максвелла (1.6) 
( )

tsin)r(Ez
t

tcos)r(E

t

D
Hrot

z
z ωεω°−=

∂
ω∂

ε=
∂
∂= r
r

r
. 

В то же время  
r

)rH(

r

1
z

0rH0
zr

z
r

1
r

r

1

Hrot 0

000

∂
∂

=























∂
∂

α∂
∂

∂
∂

α

= α

α

r

rrr

r
 

Откуда             trErH
rr z ωωεα sin)()(

1 −=
∂
∂

. 

Исключим из этого уравнения  Нα , подставив  (1.33), 

trEt
r

rE
r

rr z
z ωεωω

µω
sin)(sin

)(11 =








∂
∂

∂
∂

   или 

0)(
)(1)(

 2
2

2

=+
∂

∂
+

∂
∂

rEk
r

rE

rr

rE
z

zz ,   

где     εµω 22 =k . 
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В результате мы получили 

уравнение Бесселя  нулевого по-

рядка, решением которого явля-

ются  функции Бесселя нулевого 

порядка 1-го и 2-го рода: 

                               

( )krNBkrJArEz 00 )()( ⋅+⋅=                                                   

(1.34)    

графики этих функций приведены на рис. 1.9. 

Исключаем из (1.34) второе слагаемое, положив В=0, как не удовлетво-

ряющие  требованиям теоремы единственности, т.к. при r=0   N(kr)= ∞−   , и 

получаем окончательное выражение для вектора     tkrJAzE ωcos)(00
0r

r
= ). 

Из (1.33), с учетом )kr(kJ
dr

)kr(dJ
1

0 −= , решение для вектора H
r
будет вида  

tkrJ
Z

AtkrJ
k

AH
C

ωαω
µω

α sin)(
1

sin)( 1
0

1
0 rrr

−=−= ,  

где                                  
Cr

r

r

r

ZW

k 11

00

0

22

2

====
µ
ε

µµ
εε

ωµ
εµω

µω . 

Задача №20 

Задано  в свободном пространстве выражение электрического поля  

tcos)xyyx(EE 00
0

ω−= rrr
. Определить магнитное поле H

r
.  

Решение:  Для решения задачи используем 2-е уравнение Максвелла.      

tcosE2ztcosE

0xy
zyx

zyx

t

B
Erot 0

0
0

000

ω−=ω
















−
∂

∂
∂

∂
∂

∂=
∂
∂−= r

rrr
r

r

. 

Интегрируя затем  Erot
r
 по времени, определим вектор  В

r
. 

∫ ⋅= dttEzB ωcos2 0
0r

r
 = t

E
z ω

ω
sin

2 00r . 

 Используя материальное уравнение (1.8), находим вектор H
r

  

Рис.1.9 
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µ
= B

H

r
r

, ⇒   tsin
E2

zH 0 ω
µω

°= rr
. 

Проверим, существует ли в природе такое поле. Для этого подчиним по-

лученное  магнитное поле первому уравнению Максвелла: tDHrot ∂∂= /
rr

. 

Так как H
r

 не зависит от координат, то  Hrot
r

=0.  Следовательно,  0/ =∂∂⋅ tE
r

ε .  

Откуда E
r

=0. Поэтому, заданного в таком виде переменного электромагнит-

ного поля в природе не существует. 

  Задача №21  

Определить электродвижущую силу (ЭДС)  в замкнутом контуре, обра-

зованном равнобедренным треугольником, если известен вектор .tsinHH
0

ω=
rr

 

Направление вектора  H
r
показано на рис. 1.10 и    θ=600. 

  Решение.  Запишем выражение для 

потока  Ф вектора  tsinHB
0

ωµ=
rr

     

∫ωµ=
S

0
SdHtsinФ
rr

. 

Скалярное произведение векторов 

ScosHSdH
0

⋅θ=
rr

.                            (1.35) 

Учитывая (1.35), получим выражение для потока, пронизывающего тре-

угольную площадку,       
2

a
tsinH

2
Ф

2

0
0 ⋅ω

µ
= .                                              (1.36) 

Электродвижущая сила определяется соотношением 

                tcosH
4

a

t

Ф
Э

0

2

0 ω
ωµ

−=
∂
∂−=                                              (1.37) 

Задача №22 

 Плоский воздушный конденсатор, пластины которого имеют форму 

дисков радиуса а, подключен к источнику переменного гармонического напря-

жения частоты ω . Диэлектрик внутри – воздух. Расстояние между дисками d 

.  Найти энергию электрического и магнитного полей внутри конденсатора. В 

Рис.1.10 
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каких фазовых соотношениях находятся 
Э

W  и 
М

W ?   Исходя из равенства    

2
2

00

2








λ
π=ωεµ , доказать, что WЭ=Wм при длине волны а⋅= πλ 41,1 . 

 Решение.    Напряжение между пластинами меняется по гармоническому 

закону tcosUU
0

ω= .  Напряженность электрического поля  определим через 

напряжение   t
d

U
E ωcos= . Электрическая энергия равна: 

tU
d

a
tda

d

U
V

E
WЭ ωπεωπεε 22

0

2
022

2

2
00

2
0 cos

2
cos

22

⋅=⋅==  ,Дж.       (1.38) 

 Магнитную энергию определим по формуле: 

∫=
V

М
dV

H
W

2

2
0µ

.                                 (1.39) 

  Напряжённость магнитного поля определим из закона полного тока (1.1)      

         ∫ ∂
∂επ∫ =

∂
∂=π⋅=

L
0

2

S t

E
rSd

t

D
r2HldH

r
r

rr
,             tsin

d2

Ur
H

0
ωωε−= . 

Подставив значение напряжённости магнитного поля в (1.39), получим: 

=






∫ ∫ α⋅⋅ω⋅







 ωεµ
=

πa

0

2

0

32

2

000
м

)ddrrdtsin
d2

U

2
W

tsin
2

aU

d42

1
tsin

4

d2а
d2

U

2
2

22

0

22

002
42

000 ω








πωεµ
=ω⋅π








 ωεµ
= , Дж.   (1.40) 

Предлагается самостоятельно разобраться во втором и третьем вопросах. 

   Задача № 23 

Ток в среде распределен с плотностью j0 (рис. 

1.11) и опыт показывает, что с приложением посто-

янного магнитного поля =H , появляется дополнитель-

ная составляющая плотности тока, определяемая ра-

венством.    [ ]=⋅= HEkj /
rrr

 ,                                                                                          

(1.41) 

где k - постоянная Холла. Это явление называют эффектом Холла. 

Рис.1.11 
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Найти связь между током 0jjj
rrr

+′=  и напряженностью E в случае наличия 

эффекта Холла. 

Решение.  Известна формула прj Eσ=
rr

. Примем H
r
направленным вдоль оси z. 

Напряженность электрического поля запишем по составляющим        

0

z

0

y

0

x
zEyExEE
rrrrr

⋅+⋅+⋅=  

Плотность тока в произвольной точке образца будет равна 

0
jjj
rrr

+′= ,          [ ] [ ]°+σ=+σ= == z,EkHEHEkEj
rrrrrrr

. 

Это эквивалентно трем скалярным уравнениям 

yxx
EkHEj =+σ= ;        )EHk(Ej

xyy =−+σ= ;        zz Ej σ= .  Откуда удель-

ная проводимость среды, при эффекте Холла, выражается тензором:                                     

















−= =

=→←

σ
σ

σ
σ

00

0

0

kH

kH

. 

Плотность тока и напряженность поля не параллельны, т.е. прj Eσ
←→

=
r

. 

 

   1.4 Задачи для самостоятельного решения 

  1.1. Может ли вектор )yyx5x(BB 00
0

rrr
+=   быть вектором магнитной ин-

дукции? Почему вектор магнитной индукции непрерывен всегда? 

Ответ: В таком виде поля B
r

 в природе нет. 

1.2. Какова напряженность магнитного поля на расстоя-

нии 10см от центра прямолинейного круглого провода радиуса 

0,5 см, по которому протекает постоянный  ток I= 2А (см. рис 

1.12). 

Ответ:  м
А3,3H =α . 

1.3. Электронный поток в электроннолучевой трубке имеет радиус 

а=2,5мм (а<< L -длины трубки), объемную плотность заряда ρρρρ=27⋅10-8 Кл/м3, 

движется со скоростью V=1,76⋅107 м/с.  Чему равен ток переноса в трубке? 

Рис.1.12 
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Рис.1.13 

Ответ: I=93,26 мкА. 

1.4. Какова величина напряжённости магнитного поля в середине между 

двумя параллельными, бесконечно протяженными провод-

никами, по которым    текут одинаковые по величине, но 

противоположные по направлению постоянные токи?  Рас-

стояние между проводниками 2a. (рис.1.13)?                                                         

Ответ:  
a

I
Н

π
= . 

1.5. Вектор электрического смещения задан в пространстве в виде 

0
2

x
2
x

D
rr

=  Чему равен заряд в кубе с ребром а, если начало координат совмеще-

но с вершиной куба, а оси  х, у ,z  совпадают с его ребрами? 

Ответ: 
2

4a
q =   Кл 

1.6. При каких условиях выполняется равенство [ ] 0Hrdiv =×
rr

, где                

r
r

- радиус вектор, H
r

 вектор напряженности  магнитного поля? 

      Ответ:    когда j
 пол 

=0. 

1.7. Вектор напряженности электрического поля задан 

tcos)xyyx(EE 00
0

ω−= rrr
. Является ли заданный вектор E

r
вектором   электро-

магнитного поля? Определить вектор магнитной индукции. 

    Ответ: B
r

 =0 

1.8.  В сферическом объёме радиуса R  равномерно распределён гармони-

чески изменяющийся заряд с объёмной плотностью    ρ=1cosω t. Чему будет 

равен ток проводимости, связанный с этим зарядом?                                                            

 Ответ: Iпр= 3

3

4
Rπ ω sinω t. 

1.9. Чему будет равно время релаксации объёмного заряда  ρ=0,0003 

Кл/м 3 , помещённого в среду с   rε =4    и     σ =10 См/м и  как изменится время 

релаксации, если проводимость среды будет равна бесконечности?  
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  Ответ:    
π

=
−

9

10
t

10

 с 

1.10.  Имеются две полубесконечные среды  (рис. 1.14) с параметрами:    

;

0

00

0

;

z1

1x

201

















εε
ε

εε
=εε=ε  поверхностных зарядов на 

границе нет. Задано 
1z

0

1y

0

1
EzEyE

rrr
+= . Определить 

вектор 
2

D
r
во второй среде.  

Справка: Задача решается с использованием граничных условий  и мате-

риальных уравнений.  

Ответ: Вектор z10

0

y1

0

z1
z

010

2
EzEyExD ε+ε+

ε
εε

= rrrr
. 

1.11. Вектор D
r
направлен под углом 45о к гра-

нице раздела  двух сред, диэлектрические проницае-

мости которых  относятся как  
3

1

2

1 =
ε
ε

. Опреде-

лить угол   между  D2    и границей раздела  (рис 1.15) 

Ответ: α=30о 

1.12. В полом металлическом объеме, заполненном воздухом (рис. 1.16), 

существует электромагнитное поле, представленное векторами EzE 0
rrr

=  и  

0 0
x yH x H y H= +

r r r , где проекции векторов имеют вид: 

ty
b

x
a

EE yz ωππ
cossinsin

0
−= , 

ty
b

x
a

HH xx ωππ
sincossin

0
−= , 

tx
a

y
b

HH yy ωππ
sinsincos

0
= . 

Найти поверхностный заряд на внутренних металли-

ческих стенках объема и токи, протекающие по его 

боковым стенкам.   При каких значениях коорди-

Рис.1.14 

Рис.1.15 

Рис.1.16 
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нат х  и  у   компоненты  напряженности магнитного поля xH  и yH   максималь-

ны? 

Ответ:  zz ED 0εξ == ,   виуприHj xz ,0== , .,0 aихприHj yz ==   

1.13. В некотором объеме свободного пространства имеются: электри-

ческое поле )м/В(y10E 0r
r

=  и магнитное поле )м/А(x15H 0r
r

= . Заряд q= 910− (Кл) 

влетает в этот объем со скоростью )/(1060 смzV
rv

= . Определить силу, дейст-

вующую на заряд, и её направление.  

Ответ: )Н(y1084,28FFF 9
мэ

°⋅=+= − rrrr
. 

1.14.Задан вектор электрического поля xsintcosEzE
0

0r
r

= . Определить 

векторы B
r

 и H
r

.     

Ответ: tx
E

yH
B

HtxEyB
аа

sincos     ;sincos 0
000 µµ
rr

r
rrr

=⇒== . 

1.15. Определить ЭДС, возбуждаемую в рамке потоком вектора 

tcosHB
00

ωµ=
rr

.  Направление вектора H
r

 показано на рис. 1.17. Среда-воздух.                  

Ответ:   2

00
atsinH

2

1
Э ⋅ωµ= .                                            

1.16. Внутри полого металлического шара радиуса 

a=20 см распределен заряд с объёмной плотностью ρ=3·10-7 

Кл/м3. Определить поверхностную плотность заряда на 

внутренней поверхности шара. 

Ответ:   2·10-8 Кл/м2. 

1.17. В соленоиде без сердечника, содержащем  N=1000 витков, при уве-

личении силы тока  магнитный поток увеличился на 2 мВб. Определить сред-

нюю ЭДС самоиндукции, возникающую в соленоиде, если изменение силы тока 

произошло за 1 с.                           

Ответ: 2 В. 

1.18.  Три параллельных проводника с одинаковыми токами проходят че-

рез вершины равностороннего треугольника, плоскость которого перпендику-

Рис.1.17 
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лярна проводам. Сторона треугольника равна  а . Чему равно 

магнитное поле в середине одной из сторон (например, точка 

М)? 

           Ответ:                 
3

2

a

I

π
 

1.19.  В любой точке пространства, где существуют только токи прово-

димости  и токи смещения H grad r t==== ψ( , ) , где ψ-произвольная функция     r  и t. 

Что можно сказать о векторе Е? 

Ответ:   Е- экспоненциально убывает во времени    

1.20.   Вычислить div[[[[ ]]]]r E, , где 
r

r
E

⋅
⋅=

πε
τ
2

0rr
-вектор напряженности электри-

ческого поля, не зависит от времени , а r-радиус-вектор точки.  

             Ответ:    0 

1.21.  Какой вид имеет система уравнений электромагнитного поля, не 

зависящего от времени в проводящей среде без сторонних токов и зарядов? 

       Ответ:        ;0;0;0; ==== BdivDdivErotHrot прδ  

1.22.    На границе (плоскость XZ) раздела двух сред векторы D1   и  D11 

имеют вид   ε⋅++= )452( 0001 zyxD   ;   000011 )854( ε⋅++= zyxD    .    Опреде-

лить напряженности электрического поля  в этих средах. С какими средами, с 

точки зрения материальных уравнений, мы имеем здесь  дело? 

Ответ: )452( 0001 zyxE ++=
r

 )854( 0002 zyxE ++=
r

. Обе среды анизотропные.  

1.23.  Какое физическое толкование может быть дано уравнению 

°= zHrot 10 ? 

Ответ:   Вихревое магнитное поле Н возбуждено током, плотность кото-

рого 10А/м2 и направление вдоль оси z; 

1.24.   Определить плотность поверхностного заряда на границе раздела 

двух сред, при следующих условиях: ε1=ε0  ;  ε2=4ε0   ; Еп2=2Еп1=36π В/м ; 

ε0=(1/36π)·10-9  Ф/м. 

Ответ:  ξ=-2·10-9 Кл/м2    

Рис. 1.18 
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1.25.      Пучок электронов, излучаемый катодом в  приборе СВЧ, имеет 

вид цилиндра с радиусом а,  обладает скоростью V0  и плотностью объёмного 

заряда ρ0. Чему равна напряженность  магнитного поля внутри и вне пучка? 

 Ответ:  Нвнутр=ρ0V0
2r/2 ;   Нвне=ρ0V0a

2/2r   

1.26. В идеальном диэлектрике (σ=0) задано распределение вектора 

H x y t= 0 sin cos .   Определить вектор E  этого поля. 

Ответ:    tyzE sincos
1

0 ⋅= r

ε  

1.27. К неоднородному диэлектрику с параметром  2
0 )1( x+= εε   прило-

жено электрическое поле 00 zExEE zx

rrr
+= . Какое выражение будет у вектора 

электрического смещения? 

Ответ: ( 00 zExEE zx

rrr
+= )·ε0·(1+х)2= D

r
. 

1.28.  Определить циркуляцию вектора B
r

 по контуру с координатами (0, 

0); (0, 1); (1, 1); (1, 0), если плотность тока проводимости xyjj пр 0

rr
= , 

плXOYj ⊥0

r
; плотность тока смещения 0=

∂
∂

t

D ; µ = 3µ0. 

Ответ:  0.75µ0 

1.29. Определить циркуляцию векторов  H  по контуру (0, 0); (0, 1); (1, 

1); (1, 0), если объемная плотность тока проводимости 0=прj
r

, а вектор электри-

ческой индукции 
x

xty
DD

sin
0

rr
= .                      Ответ: tcos5,0 ⋅  

1.30. Квадратная рамка со стороной а = 1 находится в поле tHH ωsin0= . 

Магнитная проницаемость среды µ = µ0. Плоскость рамки H⊥ . Определить 

э.д.с., наведенную в рамке.      

      Ответ: tHЭ ωωµ cos00 ⋅−=  
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1.31. Дано xExE 0= . Доказать, что для переменных во времени полей в 

однородной изотропной среде без свободных токов и зарядов векторы взаимно 

ортогональны, т.е. HE ⊥ . Считая zjzj 0=
r

, показать, что jH
r

= . 

              1.32. Сфера радиуса а имеет заряд с объемной плотностью 

θρρ sin
2

2

0 ⋅=
a

r . Найти полный заряд сферы Q.                 Ответ: 
5

32a
Q

ρπ=  

          1.33. В однородном магнитном поле с напряженностью H  вращается 

прямоугольная плоская рамка со скоростью ω = 2πf. Стороны рамки а и в, 

число витков N, магнитная проницаемость среды µа = µ0, f - число оборотов в 

секунду. Вычислить э.д.с. в рамке. 

               Ответ: ntsinHaвnNЭ πµπ 22 0−= . 

             1.34. Напряженность поля в некоторой области меняется по закону 

x

a
EE ax = ; 0=yE ; 0=zE ; [ ]bax ,∈ . Найти объемную плотность заряда в данной 

области, если εа = ε0. 

               Ответ:  4.9. 002
E

x

a ερ −= . 

             1.35. Задано поле вектораD : 







⋅=
r

r

a
r

D
3

3

κ
κ

при

при

,

,

≤∝≤
≤≤

ra

ara
      где r  - радиус-вектор. 

Найти распределение зарядов, образовавших такое поле. 

            Ответ κρ 3=  при ar ≤≤0 ; 0=ρ  при ∞≤≤ ra . 

             1.36. В некоторой области с диэлектрической проницаемостью ε задано 

поле ( )2
0

2
0 yyxxE += κ .  Вычислить плотность объемного заряда. 

         Ответ:   ( )yx += κρ 2  

   1.37. По рамке с размерами a×в, расположенной на расстоянии r от пря-

молинейного бесконечного проводника, протекает ток  I = I 0 cos ωt. Вычислить 

величину электродвижущей силы в проводе. 

          Ответ:   tsin
r

ar
nI

в
Э ω

π
ωµ ⋅+⋅= l0

0

2
. 



 41

           1.38. По границе раздела сред протекает поверхностный ток Sηr . В первой 

среде 0=H . Определить магнитное поле во второй среде вблизи поверхности. 

            Ответ :    Sηr /2           

           1.39. Среды разделены заряженной поверхностью, и в одной из них поле 

отсутствует. Каково электрическое поле в другой среде, если поверхностная 

плотность заряда ξs, а диэлектрическая проницаемость второй среды ε2. 

          Ответ:  Е= ξs/(2εr2) 

            1.40. Какие из представленных магнитных полей при µ - const удовле-

творяют уравнению Максвелла, т.е. могут быть реализованы? 

tytxxH ωω cos3cos3 00
1

rrr
−= ; 

tyxtxyH ωω cossincoscos 00
2

rrr
−= ; 

tyytxxH ωω cos3cos6 200
3

rrr
−= . 

            Ответ:  Второе поле 

            1.41. Чему равен и как направлен вектор плотности тока проводимости 

прj
r

, если ExE 0r
r

= , а   
















=
0

0

0

02

01

21

σσ
σσ
σσ

σ . 

            Ответ: )( 0
2

0
1 zyEj

rrr
σσ += , в плоскости ортогональной плоскости x=const. 

            1.42. Под каким углом расположены векторы E
r
 и D

r
, если 0

0EzE
rr

= ,  

а относительная  диэлектрическая проницаемость среды 
















=
∧

00

00

ε
εεε

ε
ε ? 

            Ответ: Под углом 90о 

1.43.Электрон,  летящий вдоль оси Z со скоростью V = 106 м/с, попадает 

в зону, где одновременно существуют стационарное электрическое и магнитное 

поля, имеющие вид: xaExE =  и yByB 0= , где Еx = 1 103 В/м;  

Вy = 4мТл.    Определить величину силы, воздействующей на электрон. 

            Ответ: F=e·3·103, H. 
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2. ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ 

 

В данном разделе рассматриваются темы 

1. Электростатические поля, создаваемые  заряженными телами.  

2. Краевые задачи электростатики. 

3. Силы, действующие в электростатических  полях.  

Электростатическое поле описывается системой дифференциальных и 

интегральных уравнений, которые являются частным случаем общих уравне-

ний Максвелла (1.1)÷(1.6) в предположении, что создающие  его заряды не за-

висят  от времени и не перемещаются в пространстве. 

Интегральные уравнения: Дифференциальные уравнения: 

0ldE
e

=∫
rr

;              (2.1) 0Erot =
r

;                   (2.1а) 

∫ ∫ =ρ=
S V

qdVSdD
rr

;        (2.2)     ρ=Ddiv
r

                  (2.2а) 

                                  материальное уравнение  ED
rr

ε=                              (2.3) 

 

2.1. Электростатический потенциал.   Уравнения для потенциала.  

Поля, создаваемые заряженными телами 

Непосредственно из уравнений Максвелла  ( 0Erot =
r

) следует, что элек-

тростатическое  поле является потенциальным,  следовательно, его силовые ли-

нии начинаются и оканчиваются на зарядах и вектор напряженности электриче-

ского поля является градиентом потенциала. 

ϕgradE −=
r

,   l
rr

dE
М

M

i ∫=−
2

2

1

ϕϕ .              (2.4) 

Уравнение (2.2а) с учетом (2.3) принимает вид ρε =Ediv
r

. 

Подстановка E
r

 в форме градиента потенциала в уравнение (2.2а) приво-

дит к уравнению Пуассона, которое является основным уравнением для нахож-

дения потенциала 

  ρϕε −=)( graddiv   .                                     (2.5) 
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Для однородной среды уравнение Пуассона принимает вид   

ερϕϕ /2 −=∇=divgrad .                                                                   (2.6) 

Для неоднородной среды, при равенстве нулю  объёмного заряда урав-

нение  Пуассона преобразуется в уравнение Лапласа. 

                                    0)( =ϕε graddiv                                          (2.7) 

Для однородной  среды  уравнение Лапласа имеет вид  0=ϕgraddiv  

Уравнения Пуассона и Лапласа дополняются граничными условиями  с 

разными типами границ:  

Диэлектрик- Диэлектрик (Д-Д): Диэлектрик-Металл (Д-М): 

1.                 21 ϕϕ =                         (2.8) 1.             const=ϕ                         (2.8а) 

2.     ξϕεϕε =+−
dn

d

dn

d 21
2

1
1            (2.9)                      

dn

d

dn

d 2
2

1
1

ϕεϕε =  , при 0=ξ              (2.9а) 

2.            ξ
ϕ

ε =−
dn

d
1                   (2.9б) 

В этих соотношениях нормаль направлена в первую среду. 

Уравнения Пуассона и Лапласа применяются для решения краевых за-

дач, в которых на электродах, расположенных в диэлектрике, заданы потенциа-

лы или заряды и требуется определить распределение потенциала или распре-

деление электрического поля в этом диэлектрике.  

Существует широкий класс задач, в которых требуется определить поле 

по известному распределению зарядов. При решении  таких задач  большое 

значение имеют понятия: точечный заряд и заряженная нить. 

   Точечным зарядом можно считать заряд  q, расположенный на теле, 

линейными размерами которого можно пренебречь. 

  Под заряженной нитью понимают  бесконечно длинный и тонкий про-

водник, имеющий линейную плотность заряда τ . 

Если заряды распределены в пространстве дискретно  или непрерывно,  

то в некоторой точке суммарному заряду соответствует суммарный потенциал. 

На  этом основан принцип суперпозиции, согласно которому решение уравне-

ния Пуассона для заданного распределения заряда имеет вид: 
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Напряженность электрического поля и потенциал, создаваемые точеч-

ным зарядом, равны      
2

0

4 r

qr
E

πε
⋅=

r
r

    и        
r

q

πε
ϕ

4
= ,                           (2.14) 

где r – расстояние от заряда до точки наблюдения.  

Напряженность электрического поля и потенциал, создаваемые заря-

женной нитью  определяются из формул                            

r

r
E

πε
τ

2

0 ⋅=
vr

       и            Cr +−= ln
2πε

τϕ .                                        (2.15) 

здесь r – расстояние от нити до точки наблюдения.  

2.2. Энергия электростатического поля.    Емкость.  

Силы в электростатическом поле 

Энергия электростатического поля может быть определена интегриро-

ванием объемной плотности энергии электрического поля 2

2

1
ЕwE ε=  по объёму   

∫=
V

ээ dVwW .                    (2.16) 

Формулы для расчета  энергии электрического поля, соответствующие 

случаям (2.10)÷(2.13), приведены ниже:  

∑
=

=
n

i
iiE qW

12

1 ϕ ,   ∫=
V

E dVW ρϕ
2

1
,  ∫=

S

E dsW ϕξ
2

1
 ,  ∫=

l

E dW lτϕ
2

1
.          (2.17) 

для распределенного объемного 

заряда  
∫
ρ

πε
=ϕ

V r

dv

4

1
 

 

(2.10) 

для заряженной нити  
∫
τ

πε
=ϕ

l r

dl

4

1
 

 

(2.11) 

для поверхностных зарядов 
∫
ξ

πε
=ϕ

S

dS
r4

1
 

 

(2.12) 

для n точечных дискретных заря-

дов 
∑

πε
=ϕ

=

n

1i
i

i

r

q

4

1
 

 

(2.13) 
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Емкость системы,  состоящей из двух  разноименно заряженных про-

водников, определяется как отношение заряда на одном из проводников к раз-

ности потенциалов между ними     
21 ϕϕ −

= q
C                                             (2.18) 

Сила,  действующая на точечный заряд q, помещённый в электростати-

ческое поле, равна         EqF
rr

=                                                                (2.19) 

Сила взаимодействия двух точечных зарядов q1  и  q2 ,  отстоящих на  рас-

стоянии   r12   друг от друга, определяется с помощью закона Кулона 

2
12

210

4 r

qq
rF

πε
rr

=  .         (2.20)  

Сила, действующая на заряженную поверхность при  равномерно распре-

делённом заряде со стороны внешнего поля E
r

, определяется с помощью соот-

ношения  

ESF
rr

⋅⋅= ξ ,                                               (2.21) 

где S-площадь заряженной поверхности. 

 

2.3 Примеры расчета электростатических полей 

Однородные задачи электростатики  это такие задачи, в которых потен-

циал зависит только от  одной координаты. Примерами могут служить: плоский 

конденсатор, краевыми эффектами в котором можно пренебречь, цилиндриче-

ский конденсатор, длина которого значительно превосходит его диаметр, сфе-

рический конденсатор. 

 Задача №1 

Две плоские металлические пластины разделе-

ны тонким слоем однородного диэлектрика толщиной 

d с диэлектрической проницаемостью ε  . На верхнюю 

пластину подан потенциал U, нижняя пластина зазем-

лена (конденсатор) (рис. 2.1). Найти распределение 

потенциала между пластинами, напряженность поля Рис.2.1 



 46

E
r

, вектор электрического смещения D
r

, заряд на одной из пластин конденсато-

ра  q, емкость С. Линейные размеры пластин  много больше размера    d    . 

Решение 

Выбираем прямоугольную систему координат, в которой ось у перпен-

дикулярна поверхности пластин. В этом случае, можно считать потенциал ϕ  

зависящим только от координаты у. Решение проводим с помощью уравнения 

Лапласа (2.7) с применением граничных условий для потенциала  на границе  

Д-М (2.9).  

Уравнение Лапласа  для данной задачи будет иметь вид  0
2

2

=
dy

d ϕ  , а его     

решение BAy+=ϕ , где A  и B  неизвестные постоянные подлежащие определе-

нию. Для их определения используем два граничных условия:    

а) при  0=y   0=ϕ ;      б) при  у = d      ϕ =U. 

 В результате  получим 0=B , 
d

U
A =        и  выражение потенциала     y

d

U=ϕ . 

Как следует из решения,  потенциал линейно возрастает от 0 до U   при 

изменении координаты y от 0 до d.   

Напряженность  и индукция электрического  поля определяются  форму-

лами       
d

U
y

dy

d
ygradE 00 rrr

−=−=−= ϕϕ ,  
d

U
yD ε0r

r
−= .                                             (2.22) 

Поверхностная плотность заряда определяется из граничных условий:   на верх-

ней (нормаль направлена против оси у) 

пластине при у=d    
d

U

dy

d

dn

d εϕεϕεξ ==−= , 

на нижней  пластине (нормаль и орт 0y
r  

одинаково направлены) при  у=0   полу-

чим     
d

U
D

dy

d
n εϕεξ −=−=−= . 

Заряд на верхней  пластине конденсатора Sq ξ= , 

емкость конденсатора    
d

S

U

q

UU

q
C

ε
==

−
=

21

.   

Рис. 2.2. 
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На рисунке 2.2 изображено: распределение электрических зарядов на по-

верхностях электродов и однородное электрическое поле между пластинами. 

Задача №2 

Сохраним условие задачи №1, но диэлектрическая среда пусть будет не-

однородной , т. е.      
y

0
eαε=ε . 

Решение: 

 Для решения данной задачи следует воспользоваться уравнением   Лап-

ласа  0=ϕε graddiv , записав его в виде  0)
dy

d
e(

dy

d y
0

=ϕε α   .   Интегрируя первый 

раз, получаем     0
y d

e A
dy

α ϕε ⋅ ⋅ = .  Разделяя переменные и интегрируя второй 

раз, получаем потенциал   Be
A

dye
A уy +−== −−∫ αα

αεε
ϕ

00

.    Неизвестные по-

стоянные  А  и  В могут быть определены  из граничных условий 

1. при 0=y    0=ϕ , откуда     αε 0

A
B +=      ⇒     )1(

0

ye
A α

αε
ϕ −−= . 

2. при dy =    U=ϕ  откуда     )1(
0

de
A

U α

αε
−−=     ⇒

)1(
0

de

U
A α

αε
−−

= . 

Окончательно,          d

y

e

eU
α

α

ϕ −

−

−
−=

1

)1(
. 

 Напряженность электрического поля (2.22) в конденсаторе d

y

y e

eU

dy

d
E α

ααϕ
−

−

−
=−=

1
,   

вектор электрического смещения между пластинами y
d

e
e

U
ED α

α
αεε −

−−
==

1
0

rr
.  

Ёмкость конденсатора определяется с помощью формулы -    
U

q
C = . 

Заряд пластины  при у=0  равен dу e

US
SDSq α

αεξ −= −
===

1
0

0 ,  следовательно,   

С=
de

S
α

αε
−−1

0 . 
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Задача №3 

 К условиям задачи №1 добавим, что между пластинами в диэлектрике 

находится заряд с объемной плотностью ρ.  

Решение  

В этом случае необходимо использовать уравнение Пуассона (2.6),   из 

которого   путём интегрирования   определяется         Aydy
dy

d +−=−= ∫ ε
ρ

ε
ρϕ , 

а затем потенциал          ∫ ++−=+−= BAy
y

dyAy
ε

ρ
ε
ρϕ

2
)(

2

. 

Удовлетворяя граничным условиям, которые остаются прежними, получим 

В=0,      
d

dU
A

2

2ε
ρ+

= . 

Окончательное выражение для потенциала имеет вид   y
d

U
yyd +−⋅= )(

2
2

ε
ρϕ .     

Подставляя потенциалы на плоскостях,  получаем, что граничные условия удо-

влетворяются.  Напряженность электрического поля  из (2.4) имеет вид 

])2(
2

[
d

U
ydEУ +−−=

ε
ρ . 

Легко построить (при необходимости) графики зависимостей )(yϕ  и Е(у) при 

заданном отрицательном и положительном объемном заряде.  

Задача №4 

Между пластинами плоского кон-

денсатора расположены два слоя диэлек-

трика с проницаемостями  ε1 и ε2 . Разме-

ры слоев показаны на рисунке 2.3. Опре-

делить потенциал, напряженность поля и  

емкость конденсатора. 

Решение  

Пространство между пластинами разбиваем на две области: область Ι с 

диэлектриком, имеющую диэлектрическую проницаемость ε1 и область ΙΙ, 

Рис. 2.3 
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имеющую диэлектрическую проницаемость ε2.  Для каждой из областей запи-

шем уравнение Лапласа, т.к. ρ=0 и его решение. 

Для первой области  0
2

1
2

=
dy

d ϕ
,   BAy+=1ϕ .                      

Для второй области      0
2

2
2

=
dy

d ϕ
,   DCy+=2ϕ . 

Для определения четырех неизвестных констант А, В, С, D нужно ис-

пользовать четыре граничных условия:  

 При y=0    При y=b При y=d При y=d 

   0=1ϕ    = U2ϕ  21 ϕϕ =  
dy

d

dy

d 2
2

1
1

ϕεϕε =  

  
В результате для нахождения постоянных А, В, С, D  получена система: 

1) 













+⋅=Β+ ⋅Α    
 =Α

+⋅=
+⋅=

DdCd

C    

DbC    U

B0A0     

21 εε  

Решение системы уравнений позволяет  определить  константы А, В, С, D 

0=B ,   })1/(/){/( 1212 bdUA +−= εεεε ,  })1/(/{ 12 bdUC +−= εε , 

})1/(/{))1/(( 1212 bddUD +−−= εεεε . 

Потенциалы в областях имеют вид и удовлетворяют граничным  условиям: 

 Для первой области:   })1/(/{)/( 12121 bdyU +−⋅⋅⋅= εεεεϕ    при y=0   ϕ1=0. 

Для второй области: })1/(/{))1/(( 12122 bdydU +−+⋅−⋅⋅= εεεεϕ  при y=b   ϕ2=U. 

 Напряженность электрического поля в первой  и второй областях соответст-

венно  })1/(/{)/( 1212
1

1 bdU
dy

d
Ey +−−=−= εεεεϕ

; 

})1/(/{ 12
2

2 bdU
dy

d
Ey +−⋅⋅−=−= εεϕ

. 

Отношение  
1

2

2

1

ε
ε=

у

у

Е

Е
 или 21 уу DD = ,  что говорит о выполнении граничных 

условий  при y=d. 
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Емкость двухслойного конденсатора является последовательным соеди-

нением емкостей плоских конденсаторов 

dSC /11 ε= ,  )/(22 dbSC −= ε , )/( 2121 CCCCC += . 

Задача №5 

Определить потенциал ϕ, напряженность электрического поля E
r

 и вектор 

электрического смещения D
r

, двухслой-

ного коаксиального конденсатора длиной 

L.   Параметры диэлектриков и размеры 

конденсатора приведены на рис. 2.4. За-

ряд на поверхности внутреннего провод-

ника  конденсатора равен   q,   внешний 

проводник конденсатора заземлен.  

Решение 

Для данной задачи, потенциал конденсатора описывается уравнением 

Лапласа в цилиндрической системе координат (П1), в котором  из условий сим-

метрии по координатам α  и z, остается только одно слагаемое   

0
12 =

∂









∂
∂∂

⋅=∇
r
r

r

r

ϕ

ϕ . 

Общее решение этого уравнения   будет иметь вид (2/15) BrA += lnϕ , а 

для областей 1 и 2 запишется  в виде: 

111 BrlnA +=ϕ ; 21 RrR ≤≤   (2.23а)                         222 BrlnA +=ϕ ; 32 RrR ≤≤     (2.23б)                         

 

Напряженность электрического поля находим через градиент потенциала

                    
r

rgradE
∂
∂−=−= ϕϕ 0r

r
. 

Так как   ϕ    зависит только от   r,   то  вектор   E
r

   будет иметь  одну со-

ставляющую   Er :  

Рис. 2.4 



 51

r

A
E r

1
1 −= , 21 RrR <≤ ,         (2.24) 

r

A
E r

2
2 −= , 32 RrR ≤< .         (2.25) 

Для определения потенциала в данной, конкретной задаче необ-

ходимо определить неизвестные постоянные: A1,  A 2 , B1 , B 2 . 

Для  этого воспользуемся  четырьмя граничными условиями. 

при   r=R3  при    r=R1     при  r=R2  

1) 02 =ϕ  2) D 1r = ξ =q/(2πR1L) 3)D 1n =D 2n ,  4) 21 ϕϕ =  

 

Здесь ξ -поверхностная плотность заряда  на внутренней поверхности  

проводника конденсатора длиной L. 

Используем первое граничное условие: 

0BRlnA 2322 =+=ϕ , откуда получим          232 ln BRA =−  и, следова-

тельно, 
3

22 ln
R

r
A−=ϕ  

Из второго  граничного условия 

При  r = R1,  LR

q

R

A
ED rr

11

1
1111 2π

εε =−== ,        откуда    
L2

q
A

1
1 πε

−= =-ξ . 

Выражение (2.23а) для потенциала 1ϕ  будет иметь вид                

1
1

1 ln
2

Вr
L

q +−=
πε

ϕ  

Используем третье граничное условие  Dr1 =Dr2   при r=R2 (2.24) и (2.25)  

2
2

2
1

2

1

R

A

R

A ε−=ε− ,     откуда зная  А1 получим      
L2

q
AA

22

1
12 πε

−=
ε
ε=  

Теперь можно полностью записать потенциал второй области 

32
2 ln

2 R

r

L

q

πε
ϕ −= . 

Для нахождения постоянной В1 и получения выражения потенциала  1ϕ  , 

используем четвёртое граничное условие 21 ϕϕ =  при r=R 2  
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3

2

2

ln
2 R

R

L

q

πε
− = 12

1

ln
2

ВR
L

q +−
πε

, откуда 







+=

2

3

2
2

1
1

11

2 R

R
nnR

L

q
B ll

εεπ
. 

Откуда потенциал    







+=

2

3

2

2

1
1

11

2 R

R
n

r

R
n

L

q
ll

εεπ
ϕ . 

Таким образом, основная часть  задачи решена - потенциалы 1ϕ  и 2ϕ  

определены полностью 









+=

2

3

2

2

1
1

11

2 R

R
n

r

R
n

L

q
ll

εεπ
ϕ     ,     

r

R

L

q 3

2
2 ln

2πε
ϕ = . 

Из их сравнения  следует, что потенциал непрерывен (одинаковые значе-

ния) на границе раздела Д-Д  при  r=R2   

Далее запишем выражения для Еr1, Е 2r ,  D 1r ,  D 2r . 

Lr

q
Er

1
1 2πε

= ,       
Lr

q
Dr π21 = . 

Lr

q
Er

2
2 2πε

= ,         
Lr

q
Dr π22 = . 

Перейдём от двухслойного конденсатора к однослойному,  для чего по-

ложим ε1 = ε2 = ε,   тогда    ,ln
2 1R

r

L

q

πε
ϕ =    

Lr

q
rE

πε2
0r

r
= . 

Задача №6 

В сферическом конденсаторе с радиусами оболочек  R1 и R2, заполнен-

ном воздухом, на внешнюю оболочку подан потенциал U, внутренняя  оболоч-

ка заземлена. Определить потенциал ϕ, напряженность электрического поля E
r

, 

вектор электрического смещения D
r

, заряд q, ёмкость C. 

Решение 

 В уравнении Лапласа  (2.6) 02 =∇ ϕ  для сферического конденсатора, 

обладающего угловой симметрией  производные 0=
∂
∂=

∂
∂

αθ
, поэтому оно запи-
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сывается  0)(
1 2
2

=
dr

d
r

dr

d

r

ϕ .  Откуда  
dr

d
r

ϕ2  =A. Интегрируя , получим выражение 

для потенциала      ∫ +==

                           

BA/r- dr  
r

A

 

2
ϕ . 

Для определения констант А и В используем граничные условия 

 При 1Rr =   0=ϕ  , откуда        
1R

A
B =  

 При 2Rr =    U=ϕ     ⇒       )/( 1221 RRRURA −=  

Следовательно:      
rR

Rr

RR

RUR

1

1

12

21 −⋅
−

=ϕ  . 

Легко убедиться, что граничные условия удовлетворены.  ϕ = U при r=R2  и ϕ = 
0 при r =R1. 

Напряженность электрического поля внутри конденсатора Е r = 2
12

21 1

rRR

RUR

dr

d

−
−=− ϕ ,  

а вектор электрического смещения      Dr = rE0ε = 
2

12

21
0

1

rRR

RUR

−
− ε . 

Поверхностная плотность заряда на внутренней оболочке 
112

2
0

1

RRR

UR
Dr ⋅

−
−== εξ . 

Заряд конденсатора q= 2
14 Rπξ , ёмкость  

12

12
0

4

RR

RR

U

q
C

−
==

πε     

Задача №7  

В цилиндрическом объёме задан  потенциал  42 2 −⋅= rϕ .    Определить  

объёмную  плотность  заряда,  создающего  это  поле.  

Решение  

Чтобы  по заданному в пространстве закону распределения по-

тенциала  

 ϕ (r,α,z)   найти  объёмный заряд, создающий это поле, необходимо 

использовать уравнение Пуассона  (2.6). 

В нашем случае поле зависит   только  от  r, поэтому в уравнении Пуас-

сона записанного в цилиндрической системе координат  оставляем  слагаемое, 

зависящее только от координаты r.  

0

1

ε
ρϕ −=








∂
∂

∂
∂

r
r

rr
    .                                       (2.26) 
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Последовательно дифференцируя выражение потенциала, найдем  объемную 

плотность заряда 

( )
0

r4r
rr

1

ε
ρ−=

∂
∂

,      
0

8

ε
ρ−=

r

r
,    08ερ −= . 

Примером  применения уравнения Пуассона является хорошо известная в 

электронике задача о нахождении распределения объёмного заряда между ка-

тодом и анодом  электронно - лучевой трубки. 

Задача №8 

Из плоского катода К вылетают электроны в направле-

нии плоского анода А. Расстояние между электродами d много 

меньше их размеров. Катод заземлён, на анод подан потенциал 

U. Потенциал электрического поля между электродами меня-

ется по закону  3
4

kx=ϕ ,     здесь k –const (рис. 2.5). 

Определить распределение  объёмного заряда  между электродами и  по-

верхностный заряд на электродах. 

Решение  

Для определения объемной плотности зарядов   ρ  в области между элек-

тродами следует использовать уравнение  Пуассона.   

Потенциал зависит только от координаты х.    (краевыми эффектами пре-

небрегаем). Поэтому получим  

3
2

2

2

9

4
)(

−⋅⋅−=
∂
∂−= xk
x

x εϕερ .                             

Плотность поверхностных зарядов на катоде и на аноде определяется .  

граничными условиями (2.9) В нашем случае нормалью к катоду будет ось   х. 

Поэтому поверхностная плотность заряда на катоде будет 

ε
ξ−=

∂
ϕ∂

=0xx
;   0

3

4

0

3
1

0

=⋅⋅−=
∂
∂−=

== xx
к xk

x
εϕεξ . 

Аналогично нормаль к аноду противоположна направлению оси   x.   По-

этому для анода 

Рис. 2.5 
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3
1

3

4
dk

x dx
а ⋅⋅=

∂
∂=

=

εϕεξ .                                           (2.27) 

Попробуем разобраться, почему при   х → 0   объемная плотность заряда   

ρ(х) → ∞? 

Движение электронов от катода к аноду приводит к появлению тока  

переноса j
r

пер,  величина которого в любом сечении, параллельном плоскостям 

катода и анода, должна быть постоянной, и равной 

constVj пер ==
vr

ρ ,                                              (2.28) 

где    V
v

 – скорость движения заряда. Отсюда  V/1~ρ .                                                    

Вылетевший из катода электрон имеет скорость V
v

, близкую к нулевой. 

Поэтому вблизи катода ρ → ∞. По мере удаления от катода электрон разгоняет-

ся,   V
v

   растет и   ρ   непрерывно падает. Так как  энергия движущейся частицы 

ϕe
Vm

W ==
2

2
v

, то      ϕ~V
v

           и       2
1

~
−ϕρ , где ϕ -  потенциал в точке на-

хождения электрона с учетом влияния пространственного заряда.  

Проследим, как из решения данной задачи следует закон степени 3/2, свя-

зывающий ток и напряжение в плоском диоде. 

                     • ϕe
Vm =
2

2
v

,                 
m

e
V

ϕ2= ; 

• Vj ρ= ,         ϕεερ 23
2

9

4

9

4 −− −=−= xxk ; 

• Sx
m

e
VSI 







−⋅== − ϕεϕρ 2

9

42
. 

 Так как при x = d,  ϕ = U  и с ростом потенциала, ρ  уменьшается, а 

ток растет, выражение для тока  должна быть положительным. 

2
3

2

2

9

4
U

m

e
S

d
I ⋅=

ε
2

3
UG ⋅= ,  

где        .
2

9
4

2
constG

m

e
S

d
−=

ε
       G – называется первеансом.  
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Задача №9 

Определить потенциал и  напряженность электрического поля, созданно-

го точечным зарядом  q=1Кл в точке, удалённой от нёго  на расстояние r=1м. 

Относительная диэлектрическая проницаемость среды  rε =4.  

Решение 

Для точечного заряда (2.10). 

м
B

2510,2
4

109

44

10361

r4

q
E 9

99

2
−

−−

=⋅=
π

⋅π⋅=
πε

=
r

,      В1025,2
r4

q 9−⋅=
πε

=ϕ . 

 Определите, как изменятся потенциал и напряженность поля, если этот 

заряд будет находиться в воздухе? 

 

Задача №10 

Получите выражение в точке  М для потенциала 

ϕϕϕϕ , создаваемого  точечным  зарядом  q,  расположен-

ным  над идеально  проводящей  плоскостью на высо-

те h (рис. 2.6). 

Решение: 

Используем метод зеркального отображения и принцип суперпози-

ции.  Метод зеркального отображения заключается в том, что металличе-

ская поверхность заменяется зеркально отображенным зарядом  (–q). 

Согласно принципа суперпозиции, записываем выражение для  по-

тенциала в точке   М от двух зарядов:  

( ) ( ) a

q

a

q

a

q

a

q
qq πεπεπεεπ

ϕϕϕ
520

4

544
==−=+= − . 

 

Задача №11  

Определить напряженность электрического поля и потенциал  в точ-

ке М, расположенной в свободном  пространстве,  создаваемые тонкой ни-

тью,  на которой находится заряд с линейной плотностью τ =0,01 Кл/м.  

Расстояние от нити до точки М равно 1м.   

q 

M 
a 

2a 
h 

 
+ 

Рис. 2.6 
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Решение  

Электрическое поле  и потенциал в точках, удаленных  на расстояние r  

от  заряженной нити, определяются (см. задачу 5) формулами 

r

r
E

πε
τ

2

0rr
=   и  Kr +−= ln

2πε
τϕ . 

Подставляя численные значения, получим  77 101810
l2

36
E ⋅=

π
π=

r
  В/м;   

Потенциал можно однозначно определить, если задать координаты точки, в  

которой он равен нулю, например, при r= r1, ϕ=0 , тогда 

1ln
2

rK
πε
τ

=     и       
1

ln
2 r

r

πε
τϕ −=  =

1

7 ln1018
r

r⋅ , В. 

 Задача №12 

Над проводящей плоскостью, имею-

щей положительный заряд  ξ , на высоте h, 

параллельно ей  подвешен заряженный про-

вод с погонной плотностью заряда   +τ (рис. 

2.7). На какой высоте должен быть располо-

жен провод, чтобы сила,  действующая на 

него со стороны плоскости,  равнялась нулю?     

Решение  

             При решении используем метод зеркального отображения  для нити 

без учета заряда на плоскости и  принцип суперпозиции потенциалов, по-

лученных от 2-х зарядов и от плоскости.  

Для зарядов +ττττ и -ττττ потенциал в точке М не высоте h определяется выра-

жением   

)nRnR(
2 21м

ll −
πε
τ−=ϕ , где 22

1
r)zh(R +−=  а 22

2
r)zh(R ++= ,  

который  при r=0   принимает вид )()((
2

zhnzhnм +−−−= ll
πε
τϕ .     

Рис. 2.7 
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Поверхностный заряд, наводимый заряженной нитью на проводящей по-

верхности  при z=0    
hzh

zhzh

zz
Z π

τ
π
τϕεξ −=

+
++−⋅−=

∂
∂−=

=
= 22

0
0

)()(

2
. 

Чтобы сила, действующая на провод  была равна нулю, необходимо вы-

полнить равенство  
hZ π

τξξ == =0   откуда  высота подвеса должна быть 

равна    h=πξ
τ

. 

На основании этого закона, в следующей задаче находится сила, с ко-

торой проводящие плоскости действуют на точечный заряд. 

 Задача №13 

Найти силу, действующую на точечный заряд  

q, помещенный на расстояниях  a = 4 см   и   b = 3 см 

от двух проводящих полуплоскостей, образующих 

между собой прямой угол (рис. 2.8).  

Решение: 

Применяем метод зеркальных изображений. Отобразим зеркально заряд  

+q в проводящих плоскостях. Получим дополнительные заряды   (+q1),  (-q2),    

(-q3), как показано на рис. 2.9а, там же нарисованы электрические поля систе-

мы. Определяем силу, действующую на заряд q со стороны трех зарядов q1, q2, 

Рис. 2.8 

Рис. 2.9 
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q3 (направление силы от положительного заряда к отрицательному, рис. 

2.9,б).Согласно принципу суперпозиции на заданный заряд действуют 3 силы,  

результирующая сила - векторная сумма трех составляющих: 

                       
321

FFFF
rrrr

++= , 

где      F1 - сила взаимодействия между зарядами     +q1      и q;                                   

F2 сила  взаимодействия между зарядами     -q 2 и q;                                                  

F3 - сила  взаимодействия между зарядами     -q 3 и q.                                                

Находим расстояния r1, r2,  r3  между  зарядами  

r2 (-q2  - +q) = 2a= 8см,  r1(+q1 -  +q) = 22 44 ba + =10 см,   r3 (-q3  -  +q) =  2b=6 см       

 Представим силу 1F
r

 в виде проекций на оси х и у 

( ) ( )00
2

1

2

2
1

2
00

1 6.08.0
44

sincos yx
r

q

r

q
yxF

rrrrr
+=⋅+=

πεπε
αα  

Поскольку сила 2F
r
направлена против оси х, то проекция результи-

рующей силы на ось х будет равна 

0076.0
444

8.0 2

2
2

2

2
1

2

21 πεπεπε
q

r

q

r

q
FFF xx −=−⋅=−==  

Аналогично, определится проекция результирующего поля на ось у 

0218.0
444

6.0 2

2
3

2

2
1

2

31 πεπεεπεε
q

r

q

r

q
FFF yy −=−⋅=−==  

Величина результирующей силы составит 

0231.0
4

2
22

πε
q

FFF yx =+=  

 

Задача № 14 

Определите  энергию  электрического  поля,  запа-

сенную  в  объёме  цилиндра  радиуса  1=R М  и  длиной  

1=l м.  Ось  цилиндра  совпадает  с  осью  OZ (см. рис. 

2.10).  Потенциал  внутри цилиндра известен 22 yx +=ϕ ,[В/м2].  

Рис. 2.10 
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Решение 

Определим энергию  электрического  поля,  запасенную  в  объёме  ци-

линдра по формуле (2.17) ∫=
V

Э dVEW
2

2

ε
. Запишем заданный потенциал в 

цилиндрической системе координат 222 ryx =+=ϕ  и   элемент объема цилинд-

ра  dzrdrddV α= . Определим напряженность электрического поля как  

rrE 2−=∂
∂−= ϕ  Тогда  

∫ ∫ ∫ =⋅⋅== R l
Э lR

R
ldrrdzdrW

0

2

0 0
4

4
2

4

4
2

2
4

2
π πεπεαε

 

Ответ:  Для числовых значений  задачи  Wэ= ε⋅π .   

 

2.4  Задачи для самостоятельного решения  

2.1. Две плоские металлические пластины разде-

лены слоем однородного диэлектрика толщиной d с ди-

электрической проницаемостью ε.  На верхнюю пласти-

ну подан потенциал –U0, нижняя пластина заземлена. 

Найти потенциал φ между пластинами, напряженность 

поля E
r

, вектор электрического смещения D
r

, заряд на 

одной из пластин  q и емкость системы С. Линейные размеры пластин   a   и  b  

много больше размера    d  

Получить выражение  для потенциала между пластинами плоского кон-

денсатора, изображенного на рис. 2.11.  

Ответ:    0
0 Ux

d

U
−⋅−=ϕ . 

2.2.  Два бесконечно длинных металличе-

ских коаксиальных  цилиндра с радиусами   R1=1 

см , R2=2см, образуют конденсатор.  Пространство 

между цилиндрами заполнено воздухом. Опреде-

лите ёмкость конденсатора на единицу длины. 

Рис. 2.11 

Рис. 2.12 
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 Ответ: 0,08⋅10-9 Ф/м= 0,08 пФ/м. 

2.3. Два коаксиальных металлических цилиндра радиуса R1 и R2 разделе-

ны слоем диэлектрика с диэлектрической проницаемостью ε . На внешний ци-

линдр подан потенциал U, внутренняя пластина заземлена (рис. 2.12). Найти 

распределение потенциала ϕ   между цилиндрами, а также Е, D,ξ ,С. Краевыми 

эффектами пренебречь. 

Ответ: 
( )

( )
12

1

R/Rln

R/rlnU ⋅
=ϕ ,   ε =

rr
ED , ( )

12
r R/Rlnr

U

dr

d
E

⋅
−=ϕ−= , 

, Rr при   )R/R/(ln(
R

1
U

112
1

1
=ε−=ξ   

212
2

2
Rr при   )R/R/(ln(

R

1
U =ε−=ξ  

LRLRq 221 22 πξπξ ==  ,     )R/R/(ln(L2C
12

πε= . 

2.4. Определить емкость двухслойного (ε1, ε2) сферического конденсатора 

С, размеры которого R1, R2, R3 , причем R1<R2<R3. 

Ответ: 
21

21

CC

CC
C

+
⋅

= ,   
12

12
01

4

RR

RR
C

−
=

πε ,   
23

32
02

4

RR

RR
C

−
=

πε . 

2.5.  Внутренняя поверхность полусферы имеет положительный заряд q. 

Чему равен потенциал в центре полусферы? 

  Ответ:      
0

1

4 4 aS

q
ds

R R

ξϕ
πε πε

= =∫  

 2.6. Заряженный металлический шар, радиусом 3 см находится в возду-

хе. Известно, что при напряжённости поля 30 кВ/см в воздухе происходит про-

бой. Определите предельно допустимый заряд шара, обеспечивающий отсутст-

вие пробоя. 

Ответ: 6,857⋅10-9   Кл. 

2.7. Бесконечная металлическая плос-

кость [2] несёт поверхностный заряд =ξ 6,6⋅10-

12  Кл/м2 . Найти величину полей Е и D в про-

странстве вблизи поверхности, если диэлек-

трическая  проницаемость εа = ε0  

Рис. 2.13 
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Ответ: Е=0,373 В/м;  D=6,6⋅10-12  Кл/м2. 

2.8.  Определить емкость  плоского двухслойного конденсатора, размеры 

которого показаны  на рис. 2.13.  Определить, во сколько раз  увеличится ем-

кость этого конденсатора, если толщину первого слоя сделать равной нулю, а 

ε2=2ε1. 

Ответ: 
)( 12112

21

ddd

SC
−+

⋅=
εε
εε

,   в 1/3раз. 

2.9. Цилиндрический электронный поток  радиуса  R  созда-

ёт ток переноса  I0, c объёмной плотностью движущегося заряда 

ρρρρ, и скоростью движения заряда V0 и площадью поперечного се-

чения пучка  S. 

Прямым интегрированием уравнения  Пуассона  найти с точностью до 

постоянных С потенциал и напряженность электрического поля   Er   на границе 

пучка, которая способствует его расфокусировке.           

Ответ: 
R

С

R

I
EBnRC

I
r −=++−=

0

0

0

0

2
,

4 ϑπεϑπε
ϕ l . 

2.10. Определить напряженность электрического поля на 

оси z, являющейся осью симметрии равномерно заряженного 

кольца радиуса r, пренебрежимо малой толщины и расположенно-

го в воздухе (рис. 2.14).    Полный заряд кольца равен q. 

Ответ:  ( ) 2
3

22
04 rz

zq
Ez

+
⋅=

επ
. 

2.11. Найти выражение для электрической энер-

гии, запасаемой сферическим конденсатором, внешний 

и внутренний радиусы которого R2 и R1 соответственно, 

заряд на одном из электродов q, параметр среды ε. 

Ответ:  
( )

21

12
2

8 RR

RRq
WЭ

⋅
−

=
πε

. 

2.12. Используя требования теоремы единственности (однозначности по-

тенциала и его конечности в любой точке пространства), проведите выбор    по-

Рис. 2.14 

Рис. 2.15 
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стоянных в выражении ( ) ( )αλαλϕ λλ
λ

λλλ ⋅⋅+⋅⋅⋅⋅+⋅= sincos1 BArD
r

C , опреде-

ляющего потенциал в области V, ограниченной двумя бесконечными  по оси z и 

изолированными друг от друга электродами (см. рис. 2.15). Полуцилиндриче-

ский электрод имеет потенциал φ1, плоский -  φ=0. 

Ответ:  0== λλ AC ,  n=λ . 

2.13. Найти  распределение  потенциала  ϕ   и  

напряженность  поля  между  электродами, изобра-

женными  на  рис. 2.16.  Пластины  при  0=r   изо-

лированы друг  от  друга  и  бесконечны  в  направ-

лении осей r и z.  При  решении учесть, что  ϕ  за-

висит только  от  цилиндрической  координаты  α .  

Ответ: 1
0

12 U
UU

+⋅
−

= α
α

ϕ ,   
0

12

αα ⋅
−−=

r

UU
E . 

2.14. При проведении  испытаний на электрический пробой коаксиальной 

линии передачи, образованной двумя цилиндрами с радиусами R1 и R2     (R2 

>R1) было получено, что пробой наступает при разности  потенциалов U0. Затем 

радиус внутреннего цилиндра был уменьшен вдвое. 

Определите для новой системы пробивную разность потенциалов. 

Ответ: U=U0  [1+ ln2/ln (R2/R1)]. 

2.15.Определить радиус уединенной сферы емкостью 10 πФ. Среда ваку-

ум. 

Ответ: r = 9·10-2 м. 

 2.16. Металлический шар радиуса 0,2 м несет на себе заряд q = 6·10-5 Кл. 

Диэлектрическая проницаемость среды ε =3ε0. Подсчитать энергию электриче-

ского поля. 

Ответ:  WЭ = 27 Дж. 

2.17. Вывести выражения, определяющие электрическое  поле электро-

статического диполя  (см. рис. 2.17)  и уравнение его силовых линий.  

Ответ: θ20 sinrr
vv = ; 

Рис. 2.16 
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)sincos2(
4

00
3

θθθ
πε

rrr
+= r

r

ql
E      

2.18.  Нить длиной lимеет на единицу длины заряд l
a

πττ sin0= . Вычислить 

полный заряд нити при 
4

a=l ; 
2

a . 

Ответ: 
π

τ
2

20

4

a
q a

/
=

=l
;   0

2

=
=

a
/

q
l

. 

2.19. Бесконечная металлическая плоскость имеет поверхностную плот-

ность заряда 6,6⋅10-12  Кл/м2 . Найдите величину полей E
r

 и D
r

 в пространстве 

вблизи поверхности, предполагая  проницаемость ε = ε0      

Ответ: Е=0,373 В/м;  D=±3,3⋅10-12  Кл/м3. 

2.20. Два бесконечно длинных коаксиальных  цилиндра с радиусами      

R1=1 см , R2=2см, выполненные из металла образуют конденсатор.  Простран-

ство между цилиндрами заполнено воздухом. Определите ёмкость конденсато-

ра на единицу длины. 

Ответ: 0,08⋅10-9 Ф/м= 0,08 пФ/м. 

2.21. Задан  потенциал  42 2 −⋅= rϕ ,  где  r -  цилиндрическая  координа-

та.   Определить  объёмную  плотность  заряда,  создающее  это  поле, считать 

ε= ε0.    

Ответ: ρ=-8ε0 . 

2.22. Над  положительно  заряженной,  металлической  плоскостью  с  

поверхностной  плотностью  заряда  ξ   помещен  точечный  заряд  q+ .  На  

какой  высоте  h   сила,  действующая  на  заряд  равна  нулю? 

Ответ: ξπ ⋅
⋅= q

h
4

1

   

2.24.   Диэлектрическая  проницаемость  среды  равна  0εε ⋅= x .  Найти   

выражение  для  напряженности  поля  E ,  полагая,  что  объёмные  заряды  от-

сутствуют.   
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Ответ:  )( 0ε⋅= x
AEX  

 2.25. Заряд с объемной плотностью 
a

r
0ρρ =  распределен в объеме сферы 

радиусом а. Определить закон изменения напряженности и индукции электри-

ческого поля внутри и вне сферы. Описать поведение векторов E  и D  при пе-

реходе границы сфера-воздух. Вычислить энергию электрического поля, созда-

ваемую заряженной сферой. Диэлектрическая проницаемость материала сферы 

ε, среды - ε0. 

 Ответ: 
0

2

3
0

4 ε
ρ
r

a
Eвнеш = ; 

ε
ρ
a

r
Eвнутр 4

0
2

= ; 
ε
πρ

42

52
0 a

WЭ =  

2.26.Чему равна полная электрическая сила, действующая на единицу по-

ложительного заряда, помещенного в центре квадрата со стороной в, если по 

углам заряда расположены  заряды  q, 2q, -4q, 2q. 

Ответ: 
2

08

3

в

q
F

πε
= .  

2.27.Начало прямоугольных декартовых координат помещено в геомет-

рическом центре заряженного проводящего шара. Найти заряд шара, если раз-

ность потенциалов точек А(-14, 4, 8) и Б(-12, 16, 0) (в сантиметрах) равна 30 В, а 

радиус шара r = 2 мм. 

 Ответ: q = 3,3 10-9 Кл. 
 

2.28. Найти объёмное распределение зарядов, создающих в вакууме по-

тенциал 
r

q a

r−
⋅= lϕ .                                 Ответ: a

r

ra

q −⋅
−= l

2
0ερ  

  2.29. Установлено, что вертикальная составляющая напряженности элек-

трического поля вблизи земной поверхности  Еn = 300 В/м. Найти поверхност-

ную плотность заряда земли. 

Ответ: ξЗ = 2,65 10-9 Кл/м2. 

2.30.Вычислить энергию равномерно заряженного шара радиусом а, рас-

положенного в воздухе. Диэлектрическая проницаемость шара ε, заряд q. Ответ: 









+=

0

2 1

5

1

8 εεπ a
Э a

q
W . 
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 2.31. Для коаксиального кабеля с размерами радиусов R1 = 1мм, R2=4мм 

найти наибольшее допустимое напряжение, которое можно приложить к про-

водникам, чтобы запас электрической прочности был равен 5. Чему будет равна 

энергия электростатического поля кабеля при этом напряжении? 

 Ответ:   6930 В ;   24·10-4 Дж/м. 

 2.32. Для сферического конденсатора с размерами радиусов обкладок R1 , 

R2 , к которым приложена разность потенциалов U, получить формулу для рас-

чета запасенной в нём энергии. 

  Ответ: 
21

212
02

RR

RR
UW

+
⋅

= πε / 

 2.33. При каком напряжении произойдет пробой в коаксиальном кабеле, 

имеющем размеры радиусов R1 = 2мм, R2=4мм , если пространство между про-

водниками заполнено полистиролом (εr =2,5), пробивная напряженность поля в 

котором  Епроб =2,5·107 В/м? 

 Ответ: 3,15·104 В. 

 2.34. Вычислить силу притяжения между параллельными проводниками 

равных радиусов R=1см, с расстояниями между их осями D>>2R и заряженных 

равными по величине и противоположенными по знаку зарядами. Длина про-

водников много больше расстояния D=40см. Между проводами приложено на-

пряжение U =400 В. 

 Ответ: .101,4
)/(ln2

7
2

2
0 Н

RDD

U
F −⋅=−=

πε
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         3  ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ ПОСТОЯННОГО ТОКА 

В данном разделе рассматриваются темы: 

1. Электрическое поле постоянного тока. 

 2. Магнитное поле постоянного тока.  

  3 . Индуктивность и взаимная индуктивность. 

4. Энергия магнитного поля. 

3.1  Электрическое поле постоянного тока 

Для случая постоянного тока (j≠0, 0t/ =∂∂ ) система уравнений для 

электрического  поля имеет вид: 

        0Erot =
r

,     ρ=Ddiv
r

, ED
rr

ε= ,   Ej
ПР

rr
σ=                      (3.1)) 

Первое уравнение (3.1) показывает, что элек-

трическое поле постоянного тока подобно электроста-

тическому полю потенциально. Но  в отличие от элек-

тростатического. оно существует и в проводящей сре-

де, где σ= /jE
rr

. Если по  проводнику протекает  ток, то  

на его поверхности появляется отличная от нуля танген-

циальная (касательная) составляющая напряженности электрического поля E
r

 (см. 

рис.  3.1). Отношение нормальной составляющей Еn к тангенциальной Еτ для хо-

роших проводников имеет порядок 105, и Еτ пренебрежимо мало по сравнению 

с Еn.  

При вычислении электрического поля в идеальном диэлектрике, окру-

жающем проводник с постоянным током, можно пренебречь касательной со-

ставляющей напряженности электрического поля и считать, что электриче-

ское поле  в нем почти не отличается от электростатического.  

Иное наблюдается внутри проводника. При наличии постоянного тока 

в проводящей среде существует электрическое поле, которое описывается 

Рис. 3.1 
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следующей системой дифференциальных и интегральных уравнений :                           

0Erot =
r

,     0jdiv =
r

,    Ej
ПР

rr
σ= .                        ( 3.2) 

∫ =
L

0dE l
rr

,             ∫ =
S

0Sdj
rr

.                                                (3.3) 

 Сопоставим систему уравнений (3.2) и (3.3) с уравнениями электро-

статического поля в среде, не содержащей зарядов, 

        0Erot =
r

,     0Ddiv =
r

, ED
rr

ε= ,                        (3.4)) 

∫ =
L

0dE l
rr

,             ∫ =
S

0SdD
rr

,                            (3.5) 

Видим, что они совершенно одинаковы по форме. Уравнения электростатики 

(3.4) и (3.5) становятся справедливыми для электрического поля  в проводящей 

среде, если  электрическую индукцию D
r

 заменить в них плотностью тока  j
r

, а 

диэлектрическую проницаемость ε – удельной проводимостью σ. 

                           D
r

 →  j
r
  и   ε →  σ.                                        

(3.6) 

Однако, тождественность уравнений еще не гарантирует тождественности их 

решений. Для этого необходимо также совпадение граничных условий . 

Это совпадение имеет место только в слабо проводящих средах на границах с 

хорошими проводниками. Действительно, как следует из второго уравнения 

(3.3), нормальная составляющая j
r

 на границе двух сред непрерывна                           

j1n=j2n.                                                                    (3.7) 

Касательные составляющие в силу непрерывности  Еτ  (E1τ = E2τ)  

связаны соотношением  

    j1τ/σ1=( j2τ/σ2).                                                       (3.8) 

При достаточном различии проводимостей  σ1 и σ2 составляющей j1τ мож-

но пренебречь и считать вектор 
1
j
r

 нормальным к границе. Таким образом, сов-

падение граничных условий для векторов D
r

 в электростатике и j
r

 в  проводя-

щих средах  имеет место только на границах хороших проводников (металлов) 
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и слабо проводящих сред. В этих случаях решение соответствующей электро-

статической задачи может быть использовано для определения поля в слабо 

проводящей среде. В литературе этот метод  называется методом электроста-

тической аналогии. 

Применительно к системе двух проводников (конденсатору) этот метод  при-

водят к следующему соотношению между емкостью  идеального (без потерь) 

конденсатора и проводимостью того же конденсатора но с потерями                                            

σ
ε=

G

C
                                                                     

(3.9) 

Это соотношение обычно используется для вычисления сопротивления 

изоляции между хорошими проводниками. 

3.2. Магнитное поле постоянного тока  

Для случая постоянного тока (j≠0, 0t/ =∂∂ ) система уравнений для маг-

нитного поля имеет вид: 

Уравнения Максвелла в диффе-

ренциальной форме 

Уравнения Максвелла в инте-

гральной форме 

           
0Bdiv

jHrot

=

=
r

rr

 

             HB
rr

µ=  

∫ =
L

IldH
rr

 

0SdB
S

=∫
rr

                 (3.11)          

Если в области нет токов (магнитостатика), то в уравнениях 

(3.10) и (3.11)   нужно положить  0j =
r

 и  I=0. В этом случае магнитное 

поле оказывается потенциальным и напряженность магнитного по-

ля  можно представить в виде 

 MgradH ϕ−=
r

,                                              (3.12) 

где Mϕ - магнитостатический  потенциал, который подчиняется  уравнению Ла-

пласа:                                   0M2 =ϕ∇  .                                                 (3.13) 

 (3.10) 
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В тех случаях, когда в рассматриваемой области имеется ток ( j
r

≠0) маг-

нитостатический потенциал ϕМ  становится неоднозначной функцией. Разность 

значений между точками K1 и K2 зависит от контура, по которому выполняется 

интегрирование в формуле  

∫=ϕ−ϕ
2

1

K

K

M

2

M

1
ldH
rr ,                                        (3.14) 

а именно, при каждом обходе контура вокруг тока I в положительном направ-

лении (так, чтобы контур образовывал с направлением, в котором течет ток, 

правовинтовую систему) значение интеграла в (3.14) возрастает на величину I. 

Таким образом, магнитостатический потенциал ϕМ не позволяет устано-

вить однозначно связь между стационарным магнитным полем и создающим 

его постоянным током. Для определения магнитного поля обычно вводят век-

торный потенциал A
r

, связанный с вектором B
r

 соотношением 

ArotB
rr

= .                                                                (3.15) 

Векторный потенциал стационарного поля удовлетворяет векторному 

уравнению Пуассона   

jA2
rr

µ−=∇              .                               (3.16) 

 Если токи сосредоточены в ограниченной области V, на поверх-

ности S или протекают по контуру L, то решение уравнения (3.16) можно по-

лучить из соответствующей формулы для: 

объемных токов поверхностных токов линейных токов 

dv
R

A ∫=
v

j
r

r

π
µ
4

  (3.17) ∫=
S

S dS
R

j
A

r
r

π
µ
4

     

(3.18) 

∫=
L

R

dI
A

l
r

r

π
µ
4

          

(3.19) 

 

где R- расстояние от элементов dv, dS или dl до точки, в которой вычис-

ляется потенциал. 

Переход от векторного потенциала A
r

 к напряженности магнитного поля 

H
r
производится по формуле (3.15). Предположение, что пространство запол-
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нено однородной изотропной средой  приводит к следующим вариантам  закона 

Био – Савара в интегральной форме 

Для объемных  токов Для поверхностных токов Для линейных  токов 

[ ]
dV

R

rj
H

V
∫=

2
0,

4

1
rr

r

π
 3.20) 

[ ]
dS

R

rj
H

S

S∫=
2

0,

4

1
rr

r

π
 3.21) 

[ ]
∫=
L

R

rdI
H

2
0,

4

r
l
r

r

π
 3.22) 

 Дифференциальная форма закона Био – Савара для линейных токов представ-

ляется в виде 

[ ]
02 r,ld

R4
I

Hd
rrr

π
= .                                         (3.23) 

В таком виде закон Био-Савара определяет магнитное 

поле Hd
r

 в точке М, создаваемое элементом тока 

lId (см. рис. 3.2). 

  

3.3. Энергия магнитного поля постоянного тока  

Известно, что с магнитным полем  в объеме V связана магнит-

ная энергия  

dVHdVHBW
VV

M
∫∫ == 2

2

1

2

1 rrr
µ  ,                                       (3.24) 

с плотностью энергии                                    

22

2HHB
wм

rrr
µ==                                                           (3.25)                                               

С учетом (3.15) и (3.16) выражение  (3.24)   приводится к виду     

∫=
V

M dVjAW
rr

2

1
,                                         (3.26) 

где магнитная энергия представлена через объемные токи и векторный потен-

циал. В случае линейных токов выражение для энергии магнитного поля упро-

щается. Например, формула (3.26) с учетом (3.19) для уединенного контура L с 

током I примет вид 

Рис. 3.2 
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∫=
L

M dAW l
rr

2

1
.                                         (3.27) 

Применим к интегралу в (3.27) теорему Стокса (П1.26), получим 

ФSdBSdArotdA
SL S

=∫=∫ ∫=
rrrr

l
rr

,                                         (3.28) 

где Ф – магнитный поток через поверхность  S, опирающуюся  на контур L. 

Подставив (3.28) в (3.27), получим     WМ=I⋅Ф/2 .                              (3.29) 

В случае N контуров выражение для WM записывается:               

                       ∑=
=

N

1n
nn

M ФI
2

1
W  ,                                                                            

(3.30)) 

где Фn - поток магнитной индукции, пронизывающий контур Ln,  

       In-ток в контуре Lп. 

 3.4. Индуктивность и взаимная индуктивность 

Так как поток магнитной индукции           

 Ф=L ⋅I                                            (3.31) 

пропорционален L –индуктивности контура, то 

 WМ=I ⋅Ф/2=LI2/2                                              (3.32) 

В случае N контуров поток Фnk пропорционален току Ik: 

Фnk = Mnk Ik                                         (3.33) 

Коэффициент пропорциональности Mnk при k≠n называют взаимной ин-

дуктивностью контуров Lk и Ln, а коэффициент Mkk -собственной индуктив-

ностью контура Lk.Взаимная индуктивность определяется следующим выра-

жением                   ∫ ∫π
µ=

n k
L L

kn
nk r

ldld

4
M

rr

                                       

(3.34) 

Формула симметрична относительно индексов n и k. Это значит, что совершен-

но такое же выражение будет получено и для взаимной индуктивности knM , 

определяемой равенством 
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     nknkn IMФ = ,                                              (3.35) 

где 
kn

Ф − магнитный поток (потокосцепление), обусловленный током контура 

nL  и проходящий через поверхность, ограниченную контуром kL . 

 Формула (3.34) дает возможность вычислять в конкретных случаях вза-

имные индуктивности по одному лишь взаимному расположению контуров. 

Как видно, взаимная индуктивность контуров kL  и nL  зависит  только 

от параметров среды, взаимного расположения и не изменяется  при пере-

становке индексов (свойство взаимности): 

Mnk=Mkn .                                                (3.36) 

 3.5  Примеры решения типовых задач 

 Задача № 1 (проводимость изоляции) 

Определить проводимость плоского конденсатора, если заданы: S-

площадь пластин, d – расстояние между ними,εr – относительная диэлектриче-

ская проницаемость диэлектрика в конденсаторе,σ – удельная проводимость 

диэлектрика. Определить мощность, выделяющуюся в конденсаторе в виде те-

пла, если к нему приложено напряжение U. Поле в конденсаторе считать одно-

родным Дать численный ответ задачи, если S=10 см2, d=0.5см,  εr=4, σ=10-6 

См/м, U=100 В. 

Решение. 

Задачу можно решить двумя способами. В первом - получим формулу 

для проводимости путем следующих рассуждений. В диэлектрике конденсатора 

под действием напряженности поля Е возникает ток утечки, подчиняющийся 

закону Ома Ejпр ο= . Поскольку поле в конденсаторе предполагается однород-

ным, то d
UE =  и SjI пр= . Проводимость конденсатора определится как 

d

S
U

IG
⋅== σ .  

Второй способ состоит в использовании соотношения между емкостью и 

проводимостью (3.9). Емкость плоского конденсатора равна 
d

S
C

ε= , так что 
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полученная выше формула для проводимости получается заменой ε на σ в фор-

муле для емкости. 

Проведем численные расчеты. Определим вначале емкость конденсато-

ра. 
d

S
C rεε0= =0,707 пФ,  G=2·10-8 Cм,  Р=U2

·G=2·10-4 Вт. 

Задача № 2 (шаговое напряжение) 

Заземление представляет собой металли-

ческую полусферу, погруженную в землю, как 

показано на рисунке. R –радиус заземления, r - 

расстояние от его центра до произвольной точки  

внутри земли. σ – удельная проводимость земли. К заземлению подводится ток 

I, который растекается в толще земли к другому заземлению, которое находится 

достаточно далеко. Определить сопротивление заземления, пренебрегая собст-

венным сопротивлением металла, и шаговое напряжение на расстоянии 2м от 

заземления. Принять R=20 см, σ=10-2 См/м, I=1000 А (ток короткого замыкания 

на линии передачи) 

Решение. 

Поскольку расстояние до второго заземления предполагается большим, 

то поле в земле можно считать зависящим только от расстояния r  и не завися-

щим от угловых координат точки наблюдения. Плотность тока  в земле на рас-

стоянии r будет равна 
22 r

I
jпр π

= . Из закона Ома Ejпр σ=  получим 

22
)(

r

I
rE

πσ
= .  Определим напряжение на заземлении по отношению к беско-

нечно удаленной точке ∫∫
∞∞

===
RR R

I

r

drI
drrEU

πσπσ 22
)(

2
. 

Проводимость  заземления будет равна Rπσ2 , а сопротивление  - обратной ве-

личине. Конечно, формулу для проводимости заземления  можно было полу-

чить проще, воспользовавшись методом электростатической аналогии, т.е. 

формулой (3.9). При этом нужно принять  емкость полусферы равной половине 
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емкости сферы, т.е. RC πε2= . Определим шаговое напряжение , т.е. напряжение 

между точками на поверхности земли на расстоянии одного шага -l 

∫∫
++










+
===

lr

r

lr

r
ш lrr

lI

r

drI
drrEU

)(22
)(

2 πσπσ
 

Проведем численные расчеты.  

Сопротивление заземления ( ) 12 −== R
I

U
RЗ πσ =79,6 Ом. Шаговое напряжение 

на расстоянии r=2м длине шага l=0.8м    








+
=

)(2 lrr

lI
Uш πσ

= 2,27 кВ 

Таким образом, нахождение человека вблизи заземления при аварии на 

линии может быть опасным для жизни. 

Задача № 3 (закон полного тока) 

По  двум  параллельным,  прямолиней-

ным  проводникам  текут  токи  AI 21 =   и  

AI 12 = .  Расстояние  между  проводниками l   

(рис. 3.3).  Определите   расположение  линии,  на  

которой  магнитное  поле  равно  нулю. 

   Решение 

Магнитное поле вне бесконечного проводника с током I было 

определено в разделе 1 (формула 1.18).    rIH π2/= .   

                                    (3.37) 

Следовательно,  для первого и второго проводов 

магнитные поля соответственно равны                        

)r(2

I
H,

r2

I
H 2

2
1

1 −π
=

π
=

l

, 

Согласно правилу буравчика убеждаемся, 

что на линии  l направление векторов 1H
r

 и 2H
r
бу-

дут противоположными. Следовательно, в неко-

торой точке М суммарная напряженность  магнит-

Рис. 3.3 

Рис. 3.5 
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ного поля будет равна  нулю. Приравняв Н1 и Н2, получим 

)(22
21

r

I

r

I

−
=

lππ
;       Отсюда  3/2l=r   

Задача № 4 (поверхностный ток) 

При изготовлении пластмассовой пленки 

полоса шириной l∆  и толщиной ∆h (∆h << l∆ ) 

протягивается со скоростью   v  через два по-

следовательно расположенных ролика  

(рис. 3.4).  В процессе протягивания пленка 

электризуется и  приобретает поверхностную 

плотность заряда  ξ. Определить напряженность магнитного поля в точке   Р,   

находящейся вблизи поверхности листа.  

Решение 

В процессе протягивания заряженной  тонкой пленки со скоростью  ϑ   

создается поверхностная плотность тока   
r
η  ( ϑξ=η

rr
)  (*).  Силовые линии маг-

нитного поля H
r
замыкаются вокруг пленки (рис. 3.5) 

Определим  величину магнитного поля H
r

, создаваемого током l∆⋅=ηI ,. 

Для этого перпендикулярно поверхности пленки расположим плоскость  θ    и 

рассмотрим циркуляцию вектора  H
r

   по прямоугольному контуру а-в-с-d  c 

размерами   h∆⋅∆l , лежащему в плоскости ( )h∆>>∆l θ . 

Воспользуемся законом полного тока       ∫ =
L

IdH l
rr

. 

Совместим направление тока с поступательным движением буравчика, 

тогда направление его вращения определит направление  вектора H
r

.  Цирку-

ляцию  вектора H
r

 можно представить в виде 

lll ∆==Η∆+Η∆ ηI . 

Отсюда получаем          
2

з
З =  или  учетом  (*) 2/H ϑξ=

rr
. 

Задача №5 (поле отрезка проводника с током) 

Рис. 3.4 
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Определить напряженность магнитного поля в точке М, создаваемую от-

резком линейного провода с током I. (рис.3.6а).Точка М удалена от провода на 

расстояние b.Проводник на рисунке выделен более жирной  линией.  

Решение 

Поскольку проводник с током является линейным, то воспользуемся за-

коном Био-Савара для линейных токов (формула 3.22). 

[ ]
∫=
L

R

rdI
H

2
0,

4

r
l
r

r

π
 

Нанесем на рисунок векторы  ld
r
и 0r

r
 в текущей точке интегрирования Р. 

Вектор ld
r
направим по направлению тока, показанному стрелкой. Координату l 

будем отсчитывать от т. О – проекции т.М на проводник. Векторное произведе-

ние [ ]0rdl
r⋅   направлено к нам и равно αsin⋅dl . Из  

∆ОМР найдем αα ttgbtgbl ⋅−=−⋅== )180(OP 0 . Дифференцируя это соотно-

шение, получим 

α
α

2sin

db
dl

⋅−= . Учтем также, что αα sin)180sin( 0 ⋅=−⋅= bbR  

В результате поле dH в точке М от элемента тока dl будет равно 

b

d
dH

αα ⋅= sin
. Проинтегрируем это выражение от угла α1 до угла α2, под 

которыми концы отрезка видны из т. М рис.3.6б). В результате получим 

)cos(cos
4

)( 21 αα
π

−=
b

I
MH                           (3.38) 

Рис. 3.6 
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Поскольку углы α1 и α2 не завися от положения т.О, то полученное соот-

ношение является не зависящим от  выбора системы координат. Если приме-

нить эту формулу к бесконечно длинному проводу, то α1→0, α1→π. В результа-

те  2coscos 21 =− αα  и формула (3.38) переходит  в формулу (3.37). 

Задача № 6 (поле катушки Гельмгольца) 

Для создания  магнитного поля в некотором объеме используются катуш-

ки Гельмгольца, которые представляют собой два параллельных витка провода 

радиуса   «а»,   находящиеся на расстоянии   «b»   друг от друга (рис. 3.7). По 

проводам течет ток   I   в одном направлении. Определить напряженность поля 

на оси витков в точке P, расположенной   на расстоянии  z  от центральной точ-

ки  О  системы. 

Решение 

 Для нахождения поля  в точках на оси витка (в точке Р), используем 

принцип суперпозиции. Напряженность поля   Н  определяется суммой полей   

IH    и  2H ,  созданных каждым витком в отдельности. Поле отдельного витка 

можно найти, используя закон Био-Савара в дифференциальной форме (3.23). 

[ ]024
r,ld

рR

I
Hd

rrr
=  

Вектор   d
r
Η , создаваемый элементом ld  перпендикулярен векторам   d

r
l , 

и 0r
r

 (рис. 3.8,а)  и имеет две компоненты – радиальную и продольную 

zr ЗdЗdЗd
rrr

+= . Для вычисления полного поля Н надо 

выражение  Hd
r

 проинтегрировать по длине витка. При 

интегрировании радиальная часть поля окажется рав-

ной нулю, поэтому определим только dHz. 

( ) .ddd
L

z
L

zr ∫ Η=∫ Η+Η=Η
rrrr  

Для этого найдем вначале величину поля Hd
r

. 

Поскольку 0rld
rr

⊥ , и 10 =r
r

, то dl
R

I
dH

24π
= . Из ри-

Рис. 3.7 
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сунка 3.8б видно, что dHz=dH·sinθ. Поскольку sinθ=a/R, то  dl
R

Ia
dHz 34π

=   

 

Интегрирование по длине витка сводится к замене dl на длину витка 2πа. 

Поле от одного витка в точке Р будет равно    
3

2

2
)(

R

Ia
PH = .  

В обозначениях условия задачи (рис.3.7) 

22 )
2

( z
b

aR ++=  - для нижнего витка и 22 )
2

( z
b

aR −+=  - для верх-

него. Таким образом, полное поле в точке Р будет равно   

        .
222

2
3

2
2

2
3

2
22

































 +++


















 −+=Η
−−

z
b

az
b

aa
I                    

 Задача № 7 (внутренняя индуктивность 

проводников) 

Вдоль проводника в виде металлической трубы с 

внутренним радиусом R1 и внешним - R2 (рис. 3.9) 

протекает постоянный ток с плотностью  j
r

. Опреде-

лить внутреннюю индуктивность отрезка трубы дли-

ной  l  и сплошного проводника с радиусом R2. 

 Решение 

Рис. 3.8 

Рис. 3.9 
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В данной задаче индуктивность проще определить через магнитную энер-

гию. 

∫ == LIdVHWM 22

2

1

2

rµ
                                             (3.39) 

Поскольку магнитное поле существует  внутри и снаружи проводника, то 

магнитную энергию  и индуктивность можно разделить на внутреннюю и 

внешнюю. Определим в этой задаче только внутреннюю индуктивность, по-

скольку для решения внешней задачи не хватает данных –не задан внешний 

контур с током.  

Определим I(r)  и Н(r) в разных точках поперечного сечения рисунка 3.9. 

Для этого воспользуемся законом полного тока. ∫ =
L

IdH l
rr

, в котором I есть ток, 

пронизывающий контур L. Согласно этому закону, магнитное поле внутри тру-

бы (r<R1) будет равно нулю, поскольку нет тока, пронизывающего контур в 

этой области.  Внутри проводника (R1≤r≤R2) контур радиуса r будет пронизы-

ваться частью полного тока. 

( ) ( )2
1

2 RrrI −= π  

Очевидно, что величина I(R2) дает полный ток в трубе. Магнитное поле 

внутри проводника определится как 

( ) ( ) ( )
;

22

2
1

2

r

Rrj

r

rI
rH

−==
π

.                     (3.40) 

Подставим полученное выражение в формулу для магнитной энергии (3.39) и 

будем  интегрировать  по объему проводника длиной l. Поскольку подынте-

гральная функция Н(r) зависит только от r, то элемент объема удобно предста-

вить в виде rdrdV π2⋅= l . 

Определим магнитную энергию поля внутри проводника трубы 
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.
2

1
ln
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4
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1
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1
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RRRRRR

lj

drRr
r

rlj
W

R

R

M

=








++−−⋅

=−⋅⋅⋅=

⋅

∫

πµ

πµ

 

Откуда получаем L  в  виде следующего соотношения: 









+−+
−
⋅=

1

24
1

2
2

2
1

4
1

4
222

1
2
2

ln
4

3

4

1

)(2 R

R
RRRRR

RR

l
L

π
µ

. 

Из этой формулы при  R1=0  находится внутренняя индуктивность  

проводника длиной l    

  l⋅=
р

м
L

8
.                                                 (3.41) 

Задача № 8 (индуктивность тора) 

Определить индуктивность катушки, состоящей из N витков, намотанных 

на тороидальный сердечник из магнитного материала с  〉〉rµ  1. В поперечном 

сечении сердечник тора  имеет форму квадрата со сторонами, равными  a , 

внутренний радиус тора - b,  (рис. 3.10). 

 Определить также взаимную индуктивность тора и длинного пря-

молинейного провода, вытянутого вдоль оси симметрии тора.  

Решение 

Предположим, что по катушке течет ток I. Так 

как магнитная проницаемость сердечника велика, то 

потоком рассеяния магнитного поля можно пренеб-

речь и считать, что магнитное поле отлично от нуля 

только внутри сердечника. Очевидно, что магнит-

ные силовые линии представляют собой концентри-

ческие окружности с центрами на оси системы. Ка-

ждая силовая линия пронизывается N витками катушки с током I в каждом вит-

ке. Таким образом, ток ,пронизывающий каждую силовую линию равен NI, и 

закон полного тока для контура в виде силовой линии имеет вид 

Рис. 3.10 
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∫ =⋅=
L

NIrHdH π2l
rr

, где  r- радиус силовой линии.. Отсюда напряженность маг-

нитного поля внутри тора будет равна rNIH πα 2/=  

Индуктивность катушки может быть вычислена  либо через магнитный 

поток (формула (3.31)), либо через магнитную энергию (формула (3.32)) Опре-

делим ее в данной задаче через магнитный поток. Контур, который пронизыва-

ется магнитным полем является сложным, состоящим из N витков провода. 

Пусть Ф1 – магнитный поток, пронизывающий один виток. Тогда  

∫ ∫Β=Β=
S S

dSSdФ
rr

1 , где S –площадь поперечного сечения сердечника. т.к.  

SdпараллеленB
rr

, а drdzdS ⋅= , то 

b

abaNI
dzdr

r

NI
Ф

ab

b

a +⋅⋅⋅=⋅= ∫ ∫
+

ln
220

1 π
µ

π
µ  

Поток, пронизывающий все витки катушки будет равен NФ1 

b

abaNI
NФФ

+⋅⋅⋅== ln
2

2

1 π
µ

 

В результате индуктивность катушки определится выражением 

b

ab
n

aN

I

Ф
L

+⋅== l
π

µ
2

2

 

Рекомендуется получить эту формулу путем вычисления магнитной энер-

гии в сердечнике. 

 Определим далее взаимную индуктивность катушки и провода, лежаще-

го на оси тороида. В данном случае лучше задаться током в проводе –I2, по-

скольку поле от него выражается наиболее просто –формулой (3.37). 

Магнитный поток, созданный проводом, через один виток равен 

1 ln
2 2

b a
п п

b

I a I adr b a

r b

µµ
π π

+ +Φ = =∫ . 

Полный поток через N  витков  -Ф12 будет равен NФ1 и в итоге взаимная 

индуктивность катушки и провода будет равна 

12
12 ln

2п

aN b a L

I b N

µ
π

Φ +Μ = = =  
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3.6  Задачи для самостоятельного решения 

       3.1. Вычислить магнитную энергию, сосредоточенную внутри 

цилиндрического проводника единичной длины, с протекающим по 

нему током I0. 

       Ответ:    .
16

2
0

π
µ I

W a
M

⋅=  

       3.2. Чему  равен  магнитный  векторный потенциал  
m

A
r

 в точке  наблюде-

ния,  расположенной  на  оси   кольцевого  проводника  радиуса а  и током   

1=Ι А   на  расстоянии   1 м  от плоскости кольца?  

      Ответ: 0A
m

=
r

. 

……3.3. По квадратной рамке со стороной а протекает ток I. Определить на-

пряженность магнитного поля в центре рамки. 

      Ответ: 
a

I
H

π
22=  

        3.4. Определить взаимную  индуктивность 

между прямоугольной рамкой и прямолинейным 

проводом с током I2, протекающим по нему (рис 

3.11).  

Ответ:  .
a

ln
2

b
M a

2,1
l

l +
π
⋅µ

=  

3.5. Прямоугольный контур из тонкого проводника с размерами  а и b 

расположен на удалении  l    от бесконечного прямолинейного провода и на-

клонен относительно него на угол θ (рис. 3. 12). Определить взаимную индук-

тивность и провести расчет для θ=60о. 

            Ответ: .
a

ln
4

b
M a

2,1
l

l +
π
⋅µ

=  

3.6.  Два  кольцевых проводника   

с  радиусами   21 RR <<   лежат в  одной 

плоскости.   Считая, что  поле  в центре  

Рис. 3.11 

Рис. 3.12 
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большого кольца,   где  расположено  малое  кольцо, однородно  и равно   

)2( 2

2
R

IB ⋅
⋅≅ µ , определить взаимную индуктивность.  Как  изменится  взаим-

ная  индуктивность  колец,  если  радиус  1R   уменьшить  вдвое,  а  2R  - вчетве-

ро.  

           Ответ: Останется неизменным. 

3.7.   Металлический  шар  радиуса R закопан на  большую  глубину в 

землю,  проводимость  которой  σ .. Ток,   вытекающий  из  поверхности  

шара, I. Получить выражение для  разности  потенциалов  между  шаром и  

любой  точкой  в  почве,  удаленной  на расстояние  r. 

           Ответ:    






 −⋅
⋅⋅

=
rRур

I
U

11

4
. 

3.8. Вычислить сопротивление изоляции на 

единицу длины коаксиального кабеля, заполненно-

го диэлектриком с проводимостью σ   и заданным 

значением ε.   Размеры кабеля заданы: радиус цен-

тральной жилы   а1,   радиус оплетки   а2  

(рис. 3.14). 

         Ответ:   
σπ

=
l2

a

a
ln

R 1

2

. 

3.9. Вдоль  тонкостенной  бесконечной трубы 

радиуса  а  и  тонкого   провода,  расположенного  

вдоль  оси трубы (рис. 3.15),  протекают  постоянные  

токи  1I  и ( )2I− .   

Определить  магнитное  поле  в точках,  от-

стоящих  от оси  на расстояниях  а/2  и  2⋅a в цилинд-

рической системе координат (r,z,α)? 

           Ответ: 
a

I
H

⋅
−=
πα

2 ;
a

II
H

⋅⋅
−=
πα 4

21 .  

       3.10.  Диэлектрик коаксиального  кабеля  имеет диэлектрическую прони-

Рис. 3.14 

Рис. 3.15 
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цаемость ε и удельную  проводимость  σ .  

Определить  напряженность  электрического  

поля  внутри  кабеля,  если ток  утечки на 

единицу длины  задан  I.                                              

Ответ: 
r

I
rE

⋅⋅⋅
⋅=

σπ2
0rr

. 

        3.11. Вычислить сопротивление зазем-

лителя, выполненного в виде шара радиуса    

а.   Шар закопан на глубину   h   на краю об-

рыва на расстоянии   h   от его края рис. 3.16.  Проводимость почвы равна   σ.   

Принять, что a<<h. 

Указание: Воспользоваться методом электростатической аналогии. При 

расчете емкости подобрать соответствующие зеркальные изображения  шара и 

их заряды. 

Ответ: .
h

22

1
1

a

1

4

1

G

1
R

















 +
+

πσ
==  

         3.12 . В условии задачи №8 сердечник имеет воздушный зазор, которому 

соответствует центральный угол θ (рис. 3.17). 

Определить магнитную энергию в сердечнике и зазоре и 

соответствующие им индуктивности L1 и L2. Провести 

численные расчеты для значений: а=0.5 см, b=1 см, µr 

=100, θ=50, I=1А.  

На сколько процентов изменилась индуктивность катуш-

ки, по сравнению с целым сердечником? 

         Ответ: L1=2.72·10-4 Гн, L2=6.03·10-5 Гн, уменьшилась на 18 процентов. 

         Указание: Рассеянием магнитного поля в зазоре пренебречь. 

 

Рис. 3.16 

Рис. 3.17 



 86

4  ПЛОСКИЕ  ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫE ВОЛНЫ 

 

В данном разделе рассматриваются темы: 

• плоские волны в безграничных средах; 

• отражение и преломление плоских волн на плоской границе раздела 

двух сред; 

4.1 Плоские волны в безграничных средах 

• Электромагнитная волна называется плоской, если ее фазовый 

фронт (поверхность постоянной фазы) является плоскостью. 

• Предположим, что в идеальном диэлектрике с параметрами ε  ,  

µ и 0=σ  в направлении оси z распространяется плоская монохромати-

ческая волна с линейной поляризацией, причем  вектор E
r

 направлен 

вдоль оси х. 

Мгновенные значения векторов E
r

 и H
r

 могу быть представлены в виде: 

   )(),(

 ),(),(

0
0

0
0

ϕω

ϕω

+−=

+−=

kztCosHytzH

kztCosExtzE
rr

rr

,                             (4.1) 

где 00, yx
rr

- единичные вектора (орты) по осям х и у, ω=2πf –круговая частота, ϕ 

- начальная фаза, µεω=k  - волновое число (или постоянная распростране-

ния) в данной среде,  определяет фазовую скорость vф и длину волны λ в данной 

среде 

kk
vф

πλω 2
  ,  === .     (4.2) 

Из формулы (4.1) видно, что поля E
r

 и H
r

 в данном случае синфазные,  

отношение их амплитуд называется волновым (характеристическим) сопро-

тивлением среды. В идеальном диэлектрике 

 0
0

0

r

r

r

r

x

y

у

х
c W

Н

Е

Н

Е
Z

ε
µ

εε
µµ

ε
µ ===−== , . (4.3) 

где W0  = 120π =377 Ом – волновое сопротивление вакуума.       
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С помощью волнового сопротивление можно записать общее соотноше-

ние между векторами HE
rr

 и в плоской волне 

[ ]0zHZE c
rrr

⋅= ,     (4.3а) 

где 0z
r

- орт в направлении распространения волны. 

Для описания монохроматических полей удобно использовать метод 

комплексных амплитуд, согласно которому комплексные амплитуды полей 

(4.1)  имеют вид (зависимость от времени принята в виде tie ω ) 

 eHy(z)H,  eEx(z)E ikzikz −− == 00
00 &
r&r&

r&r ,    (4.4) 

где ϕϕ ii eHHeEE 0000   , == &&   

Если волна распространяется против оси z, то перед выражением kz в формулах 

(4.1) и (4.4) знак изменяется на «+». 

• Если среда обладает тепловыми потерями  энергии, определяемыми 

удельной проводимостью  σ≠0, то в методе комплексных амплитуд это учиты-

вается заменой ε на комплексную диэлектрическую проницаемость 
ω
σ−ε=ε i&   в 

выражениях для k и Zc . Это приводит к тому, что волновое число k  и волно-

вое сопротивление Zc также становятся комплексными  

2cos
)tg1

Д
i

c e
е

Дм
  ,   ZДiме(щkikk ⋅⋅=−=′′−′=& ,  (4.5) 

где ∆ - угол потерь, который определяется из соотношения  
ще

у=tgД . 

Наличие мнимой части  волнового сопротивления   в средах с потерями 

означает, что векторы E
r

 и H
r

  сдвинуты по фазе по отношению друг к другу на 

угол 2
∆ . С учетом соотношений (4.5) комплексные амплитуды векторовE

r
 и 

H
r

(4.4)  могут быть представлены в виде: 

 )(  ,)( 00
00 zkizkzkizk eeHyzHeeExzE ′−′′−′−′′− == &
r&r&

r&r ,  (4.6) 

из которого видно, что k′является постоянной распространения и по-прежнему 

определяет фазовую скорость и длину волны в данной среде по формулам (4.2), 
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а k ′′ характеризует убывание амплитуд поля вдоль направления распростране-

ния z и называется коэффициентом затухания. Из формулы (4.5) для них полу-

чаются следующие выражения: 

)11(
2

1
    , )11(

2

1 22
00 ∆++−=′′∆++=′ tgkktgkk ,  (4.7) 

где rrc
k εµωµεω ==0 - постоянная распространения в данной среде, если бы 

потери в ней отсутствовали. Расстояние, на котором амплитуда волны умень-

шится  в е≈2.71 раз, называется глубиной проникновения и обозначается δ . 

Очевидно, что 

k ′′= 1δ .                                                 (4.8) 

Затухание амплитуды векторов Е или Н на расстоянии l  

lke
lE

E
L ′′==

)(

)0(
&

&
 

может быть выражено в неперах (Нп)  [ ] lkLНпL ′′== ln   или  в децибелах  

[ ] [ ]непLlkelkeдБL lk 69,868,8lg20lg20
''

=′′=⋅′′== .  (4.9) 

 при этом 1 Нп=8.68 дБ. 

• Среднее за период колебаний значение вектора Пойнтинга определя-

ется через комплексные амплитуды векторов E
r

 и H
r
соотношением 

[ ]∗= HEПср
&r&rr

Re
2

1
     (4.10) 

и определяет среднюю по времени плотность потока мощности, т.е. среднюю за 

период колебаний энергию, переносимую волной за одну секунду через по-

верхность площадью 1 м2, перпендикулярную направлению распространения 

волны. 

Если  использовать связь векторов E
r

 и H
r
через волновое сопротивление 

(4.3), то формуле (4.10) можно придать вид: 

)Re(
2

11
Re

2

2

2

c
c

ср ZH
Z

E
П &&r

&

&r

=







= .   (4.11) 
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В металлах tg∆>>1 и поэтому формулы (4.7) упрощаются так, что 

2

σωµ
≈′′≈′ kk .     (4.12) 

Волновое сопротивление металлов выражается формулой 

σ
ωµ
2

)1( iZc +=& ,     (4.13) 

• В общем случае векторы E
r

 и H
r

 могут иметь две ортогональные со-

ставляющие по осям х и у, оставаясь при этом ортогональными друг другу. 

zki
yx eEyExzE

&
&

r
&

r&r −+= )()( 00 00 .    (4.14) 

В зависимости от соотношения амплитуд и фаз 00   и  yx EE &&  выделяют три 

типа поляризации волны :  линейную, круговую и эллиптическую. Линейной 

поляризации соответствуют случаи, когда либо одна из составляющих равна 

нулю, либо когда сдвиг фаз между ними равен 0 или 1800.  Круговая поляриза-

ция  наблюдается при одновременном выполнении двух условий: равенстве ам-

плитуд Ех и Еу и сдвиге фаз между ними равным  ± 900. В остальных случаях 

поляризация волны будет эллиптической. Учитывая, что сдвиг по фазе   ± 900  

соответствует значению фазового множителя  

ie i ±=± 090  , 

представим  вектор E
r

  для волны с круговой поляризацией в виде: 

zkieyixEzE
&&rr

&&r −±= )()( 00
0 .    (4.15) 

При этом знак ″−″ соответствует правой круговой поляризации, при кото-

рой вектор E
r

  вращается с течением времени по часовой стрелке, если смотреть 

в направлении распространения волны.  

• Для аналитического представления полей E
r

 и H
r

 в плоских волнах, 

распространяющихся в произвольном направлении, составляющем углы α,β,γ  с 

осями  x, y,z используют понятие  волнового вектора k
r

, который по величине 

равен волновому числу  k   и направлен в сторону распространения волны. Вы-

ражение  для вектора Е в этом случае представляется в виде 
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)(
00),,(

zkykxkirki zyxeEeEzyxE
++−− == &r&r&v

rr

,   (4.16) 

где zyx kkk ,, - проекции вектора k
r

 на оси x, y, z. 

• В анизотропных средах некоторые из электромагнитных параметров сре-

ды представляются в виде тензоров (1.13). Рассмотрим особенности распро-

странения электромагнитных волн в анизотропных средах на примере ионизи-

рованного газа – плазмы и феррита, находящихся в постоянном магнитном поле 

Н0. При оси z направленной  вдоль Н0, тензоры относительной диэлектрической 

(для плазмы) и относительной магнитной (для феррита) проницаемостей  име-

ют вид 

















=
















=
 1      0     0

0      

0  - 

         

    0     0

0      

0  - 

x

x

r

z

x

x

r i

i

ib

ib

µα
αµ

µ
ε

ε
ε

ε   (4.17) 

 Среды, у которых анизотропия их свойств выражается тензорами такого ви-

да называются гиротропными, т.е. способными вращать плоскость поляризации 

электромагнитной волны. Компоненты теноров зависят в общем случае от час-

тоты электромагнитной волны, величины Н0., а также от собственных парамет-

ров среды. Например для плазмы, если не учитывать соударения электронов с 

молекулами, компоненты тензора определяются соотношениями 

2

2
0

z22

2
0

22

2
0 1    ,

)(
    ,1

ω
ωε

ωωω
ωω

ωω
ωε −=

−
=

−
−=

m

m

m
x b ,   (4.18) 

где e
e Nm

Ne 38,56
0

0 == εω  - плазменная частота, ω – круговая частота 

волны, 0
5

00 1021,2 HHm ⋅⋅== γµω - гиромагнитная частота электрона (частота 

свободного вращения электрона вокруг поля Н0) ,  е и m – заряд и масса элек-

трона, Кг
Кл1076,1 11⋅== m

eγ  - гиромагнитное отношение электрона, 

 Ne электронная концентрация эл/м3. 

Для намагниченного феррита, также без учета потерь, компоненты тензора 

представляются в виде 
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1    ,    ,1 z2222
≈

−
=

−
−= µ

ωω
ωωα

ωω
ωω

µ
p

s

p

ps
x ,  (4.19) 

где ωs=µ0γMS – вспомогательный параметр, MS – намагниченность насыщения 

феррита, ωр=µ0γH0. – частота ферромагнитного резонанса (частота свободного 

вращения спина электрона в поле Н0). 

В зависимости от ориентации направления распространения волны относи-

тельно Н0 выделяют два случая: продольного и поперечн7ого распространения. 

При распространении волны вдоль Н0. (продольное распространение) наблюда-

ется вращение плоскости поляризации линейно поляризованной волны = эф-

фект Фарадея. Угол поворота на единицу длины пути волны определяется по-

стоянной Фарадея ( )αµαµ
εµω

−−+= xxR
2

0  для феррита и 

 ( )bbR xx −−+= εε
µεω

2
00  - для плазмы.   (4.20) 

При поперечном распространении волны в гиротропной среде возможно 

существование типов двух волн – обыкновенной и необыкновенной. Волна, у 

которой вектор E
r
направлен перпендикулярно оси z называется обыкновенной. 

Если же вектор E
r

 параллелен оси z – то необыкновенной. Постоянные распро-

странения этих волн выражаются через параметры тензора rε  следующим об-

разом 

   ,)(     ,
22

x

x
ноzоб

b
c

k
c

k ε
εωεω −== ,   (4.21) 

где с скорость света. 

Обыкновенная волна является плоской волной, распространяющейся в 

плазме при отсутствии магнитного поля. Необыкновенная волна имеет особен-

ности: электрическое поле в ней имеет продольную составляющую 

Для намагниченного феррита формулы  для коб и  кно получаются из (4.21) 

заменой компонент тензора rε  на соответствующие компоненты тензора rµ . 
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4.1.1  Примеры решения типовых задач 

Задача №1 (волны в идеальном диэлектрике) 

Плоская электромагнитная волна распространяется в свободном про-

странстве (вакууме). Задана комплексная амплитуда магнитного поля 

)3/(
00)( π+−−= kyieHzyH

r&r . 

Определить:  1) Комплексную амплитуду электрического поля, 

2) Мгновенные значения векторов E
r

 и H
r

, 

3) Амплитуды полей Е0 и Н0 , если при t=0 в точке y=0 величина  вектора 

E
r

 равна 1 В/м, 

4) Величину векторов E
r

 и H
r
в момент времени t=10-6 c    в точке с коор-

динатой y=100 м, если частота волны f=1 МГц. 

Решение: 

1) Сравним заданное выражение для вектора H
r
с выражением (4.4). 

Очевидно, что в данном случае волна распространяется в положительном на-

правлении оси «y», в эту же сторону направлен вектор Пойнтинга. Изобразим 

систему координат (правовинто-

вую) и векторы ПH
rr

   и  в некоторой 

точке пространства. 

Подберем такое направление 

вектора E
r

, чтобы векторное про-

изведение [ ]HE
rr

⋅  было направлено 

вдоль оси «y». Направление век-

торного произведения определяется по правилу правого винта, т.е. направле-

нием движения винта при его вращении от первого вектора ко второму по 

меньшему углу. Очевидно, что вектор E
r

 будет направлен по оси x (рис. 4.1). 

Так как в идеальном диэлектрике векторы HE
rr

   и   синфазные, то комплекс-

ная амплитуда вектора E
r

 будет иметь вид 

)3/(
00)( π+−= kyieExyE

r&r . 

Рис.4

y

x

z

E
r

H
r

П
r
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Амплитуда Е0 определится через Н0 и волновое сопротивление среды 

(4.3)      000 WHE ⋅= . 

2) Мгновенные значения  напряженностей Е и Н определяются через 

комплексные амплитуды как  

[ ] [ ] )3/cos(Re)(Re),( 00
3/

00
)( πωπωω −−=⋅=⋅= −− kytExeExeyEtyE kytiti rr&rr

. 

Аналогично )3/cos(),( 00 πω −−−= kytHztyH
r&r . 

3) Определим Е0 из условия задачи 

Е(y=0,t=0) =Е0cos(- 3/π )=1 В/м. 

Отсюда  

м
A .

рW

E
  и  Н

м
В E 3

0
00 103055

120

2
2 0 −⋅==== . 

4) Чтобы определить мгновенное значение векторов E
r

 и H
r

 в заданной 

точке (у=100м) в момент времени t=10-6 c  подсчитаем значение фазы волны в 

этой точке для данного момента времени. Для этого найдем значение волнового 

числа k . Поскольку фазовая скорость в вакууме равна с- скорости света, то   

м
1 10

3

2

103

102 2
8

6
−=

⋅
== ππω

ck . 

Фаза волны в данной точке пути в заданный момент времени  определит-

ся как 

πππππωϕ =−⋅−⋅⋅=−−= −− 3/10010
3

2
101023/ 266kyt . 

Мгновенные значения векторов  НE
rr

  и  при у=100м и t=10-6 c =будут 

равны 

.м
А 10305.5zcosz-         ,м

В 2cos 3
000000

−⋅==−== rrrrrr
ππ HHxExE  

Задача №2 (волны в средах с потерями) 

Плоская электромагнитная волна  с частотой  f=1 МГц распространяется в 

морской воде с параметрами 
мОм

1
 1 ,81

⋅
== σε r . Определить фазовую скорость, 

длину волны, коэффициент затухания и волновое сопротивление среды. 
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 Решение: 

Вначале определим tg∆, при этом учтем, что по условию задачи известна 

относительная диэлектрическая проницаемость εr,  а в формулы для параметров 

волны входит полная диэлектрическая проницаемость  rεεε 0= , где 

м

Ф910
36

1
  0

−=
π

ε .  Кроме того, не задана магнитная проницаемость воды, но из-

вестно, что вода не является  ферромагнитным веществом и, поэтому 

м

Гн7104 0
−⋅== πµµ . Согласно (4.5) 

2
3

6

9

1022.2
9

102

81102

1036 ⋅≈⋅=
⋅⋅

⋅==∆
π

π
ωε
σ

tg . 

 Так как 1>>∆tg , то на этой частоте морская вода ведет себя как провод-

ник, т.е. амплитуда плотности тока проводимости много больше амплитуды 

плотности тока смещения. Определим k  и ′′′k по формулам (4.11). 

м
kk

1
987.1 

2

1104102

2

76

=⋅⋅⋅⋅=≈′′≈′
−ππωµσ

. 

Совершаемая при этом ошибка по отношению к точным формулам (4.7) 

не превышает 3104 −⋅ . Таким образом, коэффициент затухания равен 

м
k

1
987.1=′′ .    Определим фазовую скорость и длину волны 

м
k

р
л

с

м

kф 162.3
987.1

22
      10162.3

987.1

102
v 6

6

==
′

=⋅=⋅=
′

= ππω
. 

Сравним эти значения с фазовой скоростью в пустоте (а) и в дистиллиро-

ванной воде с параметрами  0  ,81 == σεr (б). 

.33.33    ;10333.3
81

103
  v)

;300    ;103   v)

7
8

8
0

м
f

v

с

мс
б

м
f

с

с

м
сa

ф

r
ф

ф

==⋅=⋅==

==⋅==

λ
ε

λ
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Видно, что увеличение диэлектрической проницаемости и проводимости 

вещества приводит к уменьшению фазовой скорости и соответственно умень-

шению длины волны в данном веществе. 

 Определим  волновое сопротивление среды. 

2
c

cos
Z

∆

⋅∆⋅=
i

e
ε

µ
& . 

Поскольку  tg∆ ≈222>>1, то 0

2
90   и  

1

1

1
cos ≈∆

∆
≈

∆+
=∆

tgtg
. 

Омeee
tg

Z iii

r
c

4/4/
97

4/ 811.2
22281

1036104

0

0 πππ ππ
εε
µ ⋅≈

⋅
⋅⋅⋅=⋅

∆
≈

−
& . 

Полученное значение волнового сопротивления означает, что отношение 

амплитуд полей Е и Н составляет 2.811 Ом и электрическое поле опережает по 

фазе магнитное  на 450.  

Задача №3 (вектор Пойнтинга в поглощающей среде) 

Плоская электромагнитная волна с частотой f=108 Гц распростра-

няется в среде с параметрами 1  0.4,  tg,25.2 r ==∆= µεr  в направлении оси 

«z». Амплитуда электрического поля в плоскости z=0 равна 100 В/м.    

Определить среднюю плотность потока мощности в плоскости z=1м и 

ослабление волны на этом расстоянии. 

Решение: 

Найдем угол потерь 021.77рад 38.04.0 =≈=∆ arctg . 

Определим волновое сопротивление среды  

 Ом 2.242
25.2

38.0cos
120

cos 19.019.02 ii
i

c eeeZ ==∆⋅=
∆

π
ε

µ
& . 

Определим среднюю величину  вектора Пойнтига в плоскости z=0 по 

формуле (4.11) 

2
4

19.0
4

2

Вт/м 27.20)19.0cos(
2.2422

10

2.242

1
Re

2

101
Re

2
)0( =

⋅
=







=







= − i

c
ср e

Z

E
П

&

&r
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Определим коэффициент затухания по формуле (4.7) 

м
1 101656.6)4.011(

2

1
25.2

103

102
)11(

2

1 12
8

8
2

0
−⋅=++−

⋅
=∆++−=′′ π

tgkk . 

На расстоянии  1 м  затухание вектора Пойнтинга  составит 

дБ 355.5)lg(e 10L или    432.3 1k212 === ⋅′′⋅′′ke . 

Задача №4 (произвольное направление распространения волны) 

Плоская волна распространяется  в вакууме. Магнитное поле  описывается вы-

ражением: 

)2cos(),,,( 0 zyxtHtzyxH πππϖ +−−=
rr

. 

1. Записать комплексную амплитуду напряженности магнитного поля. 

2. Определить частоту и направление распространения волны. 

3. Установить связь волнового вектора с векторами НE
rr

  и  . 

Решение: 

1. Заменим в выражении для H
r

 функцию cos на экспоненту от мнимого 

аргумента. Полученное  выражение называется комплексом вектора H
r

. 

tizyxti ezyxHeHtzyxH ωπππω ⋅=⋅= +−− ),,(),,,( )2(
0

&rv&r  , где 

)2(
0),,( zyxieHzyxH πππ −+−⋅=

v&r  - комплексная амплитуда магнитного 

поля. Аналогично запишется комплексная амплитуда вектора E
r

 

)2(
0),,( zyxieEzyxE πππ −+−⋅=
r

&v . 

2. Сравнивая  выражение фазового множителя в этих выражениях с фор-

мулой (4.16) приходим к заключению, что проекции волнового вектора рав-

ны 

2  ; ππ −=== zyx kkk . 

Величина волнового вектора определится как  

ππππ 22 222222 =++=++= zyx kkkk . 

Поскольку в вакууме 
c

f

c
k

πω 2== , то Гцf 8103⋅= . 
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Направление распространения волны  определяется углами α, β, γ между 

волновым вектором k
r

 и осями x, y, z,  

;2
2cos     ;2

1cos    ;2
1cos −====== k

k
k

k
k

k zyx γβα  

Отсюда 00 135    ;60 === γβα . Изобразим вектор k
r
 в системе координат 

(рис.4.2) 

3. Получим формулу, связывающую волновой вектор 

и векторы поля при отсутствии токов проводимости. 

Для общности рассмотрим  случай магнитодиэлек-

трика, в том числе и анизотропного, не уточняя кон-

кретной зависимости между векторами . и  , и HBED
rrrr

 

Все эти векторы имеют зависимость  от координат 

вида (4.16). Воспользуемся первым уравнением Мак-

свелла в комплексной форме. 

DiHrot &r&r ω=  

Представим Hrot &
r

 в виде определителя и учтем, что  

 

rki
z

rkirki
y

rkirki
x

rki eike
z

eike
y

eike
x

rrrrrrrrrrrr −−−−−− ⋅−=
∂
∂⋅−=

∂
∂⋅−=

∂
∂

     ;   ; , 

Тогда 

[ ] DiHki

HHH

ikikik

zyx

HHH

zyx

zyxHrot

zyx

zyx

zyx

&r&r
r

rrr
rrr

&r ω=⋅−=−−−=
∂
∂

∂
∂

∂
∂=

   ,    ,

,,

       ,       ,

,,

z
,

y
,

x

    ,  ,

),,(
000

000

. 

Отсюда получаем соотношение между векторами DHk
r&r

r
 и ,   

[ ]HkDщ &r
r

&r ⋅−= .     (4.22) 

Если вместо первого уравнения Максвелла использовать второе 

BiErot &r&v ω−= , 

Рис.4.2 
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то это приведет к формуле [ ]EkB &r
r

&r ⋅=ω .                         (4.23) 

Соотношения (4.22) и (4.23) являются формулировкой первых двух урав-

нений Максвелла для плоских волн в непроводящих средах. Из них следует, что 

для плоских волн в идеальных диэлектриках вектор  D
r

 всегда ортогонален век-

торам ,   и  Hk
rr

 а вектор B
r

 - векторам .  и  Ek
rr

 Соотношения (4.22) и (4.23) не 

несут дополнительной информации о полях Е и Н , кроме содержащейся в 

уравнениях Максвелла, но облегчают анализ полей в анизотропных средах, на-

пример, в оптических кристаллах [1]. 

В качестве примера применения формул (4.22) и (4.23), построим картину 

векторов поля в анизотропном диэлектрике с параметрами ,0 , ,ˆ 0 === σµµεε  

где ε - тензор диэлектрической проницаемости. В общем случае произвольно-

го направления распространения волны, векторы ED
rr

 и  не будут параллельны. 

Пусть они лежат в плоскости xoz, как показано на рисунке 4.3, и α - угол между 

ними. 

Из уравнений (4.22) и (4.23) следует ,что  а) HD kD
rrrr

⊥⊥  и   

б) EB kB
rrrr

⊥⊥  и  . 

Векторы H  и B
r

 (на рисунке не показан) в данном случае (µ= µ0) парал-

лельны. Поскольку  вектор H , согласно условиям а) и б), должен быть  перпен-

дикулярен векторам D
r

 и E
r

, то он может быть направлен только по оси «у». 

Вектор k
r

, согласно тех же условий, должен быть перпендикулярным векторам 

D
r

 и B
r

 (или H ) и поэтому он направлен вдоль оси «z». Вектор Пойнтинга 

[ ]HEП
rrr

=   лежит в плоскости xoz и составляет 

угол α с вектором k
r

. 

Это означает, что направления фазовой 

скорости (в направлении вектора k
r

) и групповой 

(в направлении вектора П
r

)  в анизотропном ди-

электрике отличаются на угол α. 

Рис. 4.3 



 99

Если среда  является изотропной, т.е. HBED
rrrr

µε ==   и  ,то взаимно  орто-

гональными будут векторы . и , kHE
rrr

 

Задача №5  (среднее значение плотности энергии) 

Среднее по времени значение вектора Пойнтинга в воздухе и идеальном 

диэлектрике с параметрами   εr =9, µr=1 равно Пср=1 Вт/м2. Определить: 

1) средние по времени значения плотности энергии в этих средах, 

2) амплитуды полей Е и Н . 

Решение: 

1) Вектор Пойнтинга связан с плотностью энергии и скоростью  дви-

жения энергии соотношением  
w

П
vэ

r
r = . При этом HE www += , т.е. энергия 

электромагнитного поля состоит из энергии электрического и магнитного 

полей. 

Скорость движения энергии монохроматических волн в идеальных ди-

электриках совпадает с фазовой скоростью vф. Будем обозначать величины, 

относящиеся к воздуху цифрой «1» , а к диэлектрику – цифрой «2». Электриче-

ские и магнитные параметры воздуха можно считать такими же, как у ва-

куума. Таким образом, скорости энергии  будут равны 

. 101   ; 1031 8
2

8
1

0000
с

мc
v

с
мcv

rrrr
===⋅===

εµεµεµεµ
 

Плотность энергии в воздухе и в диэлектрике соответственно будет 

равна     .3м
Дж

3м
Дж  10 10

3

1 8

2

2
2          ;

8

1

1
1

−− ==⋅==
v

П
w

v

П
w  

2) Определим соотношение между плотностями электрической и маг-

нитной энергии в идеальных диэлектриках. 

Известно, что средние по времени плотности этих энергий выражают-

ся формулами   

44

22
Нм

  ;    w
Ее

w срEср Н ==     (4.24) 
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и их отношение равно 1, поскольку ε
µ=

Н
Е . Таким образом, в любом иде-

альном диэлектрике плотности энергий электрического и магнитного полей 

плоских волн  всегда равны. В условиях данной задачи они будут равны 

      ; 102
1     ; 106

1
3м

Дж8
3м

Дж8
2211

−− ⋅==⋅== HEHE wwww  

Из формул (4.24) получим  

.
20

1

60

1

80240
4

2
1

1
1

2
0

1
1

       ;  

  ;         ;

м
АH

м
А

Z

E
H

м
ВE

м
Вw

E

w

E

ππ

ππ
ε

===

===
 

Конечно, эти же результаты могут быть получены так же из формулы 

(4.11).Изобразим в относительных единицах соотношение между полями  

Е и Н, а также плотностями энергии и скоростями. 

На рисунке 4.4 размер кубика пропорционален плотности энергии волны, 

а длины стрелок – величине соответствующих векторов. Таким образом, из 

решения данной задачи можно сделать следующие выводы: 

 

Рис. 4.4 

1) В идеальном диэлектрике плотности электрической и магнитной 

энергий одинаковы. 

2) При одинаковых векторах Пойнтинга в диэлектрике и вакууме ско-

рость волны в диэлектрике уменьшается, а плотность энергии увеличи-

вается по сравнению с вакуумом. 

 

4.2. Отражение и преломление плоских волн от  плоской  

границы раздела двух сред 

• Рассмотрим падение плоской электромагнитной волны на плоскую  

E 1

H 1

П 1

V 1
E 2

H 2 

П 2 

V 2 
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границу раздела двух сред. Плоскостью падения называется плоскость, прохо-

дящая через нормаль к поверхности раздела и направление распространения 

падающей волны. На рис. 4.5 плоскость падения – это плоскость рисунка. По 

отношению к плоскости падения различают волны с горизонтальной и верти-

кальной поляризацией. При вертикальной поляризации вектор Е  лежит в плос-

кости падения волны,  при горизонтальной – перпендикулярен ей. 

При падении электромагнитных волн на границу раздела двух сред  возни-

кают отраженные и преломленные волны. Направления распространения для 

них определяются законами Снеллиуса 

ψϕϕϕ sinsink    , 21 k&& ==′ .    (4.25) 

Амплитуды векторов E
r

 и H
r
отраженной и преломленной волн по отноше-

нию к амплитудам падающей волны определяются коэффициентами отражения 

R и прохождения T (формулы Френеля) 

;    ;  
coscos

coscos

 ;   ; 
coscos

coscos

21

21

12

12

пад

пр
В

cc

cc

пад

отр
В

пад

пр
Г

cc

cc

пад

отр
Г

Н

Н
T

ZZ

ZZ

H

H
R

E

E
T

ZZ

ZZ

E

E
R

&

&
&

&&

&&

&

&
&

&

&
&

&&

&&

&

&
&

=
+
−

==

=
+
−==

ψϕ
ψϕ

ψϕ
ψϕ

       (4.26) 

При этом  для обеих поляризаций справедливо соотношение 

TR && =+1 .     (4.27) 

Следует обратить внимание на то,  что коэффициенты R и T определены 

формулой (4.26) по разному для горизонтальной и вертикальной поляризации: 

как отношение  напряженностей полей Е 

или Н. Для коэффициента отражения это 

не имеет значения, поскольку падающие 

и отраженные волны распространяются в 

одной и той же среде и поэтому 

пад

отр

пад

отр

Н

Н

E

E
= . 

• При падении волны на границу 
Рис. 4.5 
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раздела двух идеальных диэлектриков могут наблюдаться два характерных яв-

ления: полное преломление и полное  отражение. Полное преломление суще-

ствует только при вертикальной поляризации, соответствующий угол падения 

называется углом Брюстера и определяется из соотношения 

21

2sin
rr

r
Б εε

εϕ
+

= .       (4.28) 

При падении волны из более «плотного» диэлектрика на границу с менее 

«плотным» ( 21 rr εε > ) при углах падения 0ϕϕ ≥  наблюдается полное отражение 

для обеих поляризаций. Угол 0ϕ  называется критическим углом и определяется 

выражением 

1

2
0sin

r

r

ε
εϕ = .     (4.29) 

Модули коэффициентов отражения при углах падения 0ϕϕ ≥  равны 1. Поле во 

второй (менее плотной) среде представляет собой неоднородную плоскую, по-

верхностную  волну, распространяющуюся вдоль границы раздела с фазовой 

скоростью 

ϕεµ sin

1

10

=фv      (4.30) 

и убывающую по амплитуде  при  удалении от границы по закону  ze ⋅−β , 

где   22
2

2

1
2 k   , 1sin r

r

r

c
k εωϕ

ε
εβ =−= .  (4.31) 

Неоднородной эта волна называется потому, что у нее поверхности равных ам-

плитуд и равных фаз не совпадают. В данном случае это плоскости  

z =Const и y= Const соответственно. 

• При падении волны из идеального диэлектрика на границу погло-

щающей среды закон Снеллиуса  ψϕ sinsink    21 k&& =  безусловно выполняется, 

но величина 2k& является комплексной, а 1k  - вещественной. Следовательно, 

угол ψ должен быть комплексным. Что в этом случае представляет собой пре-

ломленная волна? Анализ  показывает, что она является неоднородной плоской 
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волной, как и рассмотренная выше, но распространяющуюся под некоторым 

«истинным» углом преломления. Зависимость комплексной амплитуды пре-

ломленной волны от координат у и z представляется в виде 

)(0),(
zyiz

пр
zyeeEzyE

′+−′⋅− ⋅⋅= ααβ& ,    (4.32) 

 где для наглядности координата z заменена на z′ (рис.4.5) и обозначены 

ϕβϕαϕα 22
1

2
2

22
1

2
21 sinIm  ,sinRe  ,sin kkkkk zy −−=−== &&             (4.33) 

Истинный угол преломления определяется из соотношения 

z

y
иtg α

αψ =      (4.34) 

• При отражении от «оптически плотной» среды, т.е. при выполнении 

условия      12 kk >>& ,                (4.35) 

угол преломления ψ  согласно закону Снеллиуса (4.25) стремится к  нулю и 

преломленная волна распространяется практически перпендикулярно границе 

раздела, а вектора прпр HE
rr

 и становятся почти  ей параллельными. При этом, на 

поверхности такой «плотной» среды выполняются приближенные граничные 

условия Леонтовича, которые могут быть записаны в векторной  и скалярной 

формах 

[ ]       или         c2
1

1
01c21 Z

H

E
nHZE

t

t
tt

&
&

&r&r&&r ≈′⋅≈ ,   (4.36) 

где 11, tt HE &&  - тангенциальные составляющие полей Е и Н в первой среде, 0n′r -

нормаль к поверхности, направленная во вторую среду. 

Значение приближенных граничных условий Леонтовича состоит в том, 

что они связывают  тангенциальные составляющие полей Е и Н в первой среде 

непосредственно с волновым сопротивлением второй среды.  Конечно, “стро-

гие” граничные условия при этом  также остаются справедливыми и, в частно-

сти, выполняется 

   и   221221 HHHEEE tttt ≈=≈= . 
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Граничные условия Леонтовича широко применяются для определения по-

терь мощности на нагрев проводников. При этом удобно использовать понятие 

поверхностного сопротивления проводника 

s

t
S j

E
Z

&

&
& = ,      (4.37) 

где  tE& - тангенциальная составляющая вектора E
r

 на  поверхности проводника, 

sj& - плотность поверхностного тока. Можно показать, что поверхностное со-

противление металлов равно их волновому сопротивлению 

SScS iXRZZ +== 2
&& , 

где   
σδσ

ωµ 1

2
=== SS XR .     (4.38) 

Если глубина проникновении много меньше поперечных размеров провод-

ника, то SR  - активная часть поверхностного сопротивления  оказывается рав-

ной активному сопротивлению проводника на постоянном токе, но имеющем 

толщину, равную глубине проникновения δ . Этим часто пользуются для опре-

деления сопротивления проводников на высоких частотах например в теории 

линий передачи энергии. 

 4.2.1  Примеры решения типовых задач  

Задача №6 (отражение от границы двух диэлектриков) 

Плоская электромагнитная волна падает под углом ϕ=300 из воздуха на по-

верхность идеального диэлектрика с параметрами εr =4, µr=1, σ=0. Амплитуда 

вектора E
r

  падающей волны равна 1 в/м,  поляризация – горизонтальная.  Оп-

ределить 

1) амплитуды векторов E
r

 и H
r

 отраженной и преломленной волн,  

2) мгновенные значения векторов E
r

 и H
r

 в точке падения, 

3) среднюю по времени плотность потока мощности, переносимую каждой 

волной. 

Решение: 
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1) Обозначим все  величины, относящиеся к первой среде – воздуху циф-

рой «1», а ко второй среде – диэлектрику – цифрой «2». 

 Определим угол преломления из закона Снеллиуса  (4.25) 

ψϕ sinsin 21 kk = ,        где rrkk µµεεωµεω 002001     , == ; 

   0.968.cos     ;0314   ; 
4

1

4

30sin
sinsin 0

0

2

1 =′===⋅= ψψϕψ
k

k
 

Определим коэффициент прохождения для волны с горизонтальной поля-

ризацией по формулам (4.26) и (4.27). 

;60 Z   ;120   Z  ;
cosZcosZ

cosZ2

0

0
2

0

0
1

12

2 π
εε
µµπ

ε
µ

ψϕ
ϕ ====

+
=

r

r
cc

cc

c
ГT &&

&&

&
 

В результате получим     382.01  и   618.0 −=−== ГГГ TRT . 

Амплитуды векторов E
r

  отраженной и преломленной волн определятся 

как  

.0.382  и618.01618.0       
м

В
м

В
м

В
падГотрпадГпр ЕREЕTE −===⋅==  

Знак «−» у амплитуды отраженной волны означает  противоположное на-

правление электрического вектора отраженной волны по отношению к вектору 

E
r

 падающей волны. Амплитуды векторов H
r

 можно найти через векторы E
r

 и 

волновые сопротивления. 

;3  ,3 10013.110652.2
11

м
А

м
А

c

отр
отр

c

пад
пад Z

Е
H

Z

Е
H −− ⋅−==⋅==  

м
А

c

пр
пр Z

Е
H 310278.3

2

−⋅==  

В полученных результатах следует обратить внимание на то, что 

падпр HH > .  Это можно объяснить тем, что вторая среда – электрически более 

плотная (ε2>ε1), что приводит к уменьшению напряженности электрического и 

увеличению напряженности магнитного полей (см. задачу 4.5). 

2) Построим поля Е и Н в падающей, отраженной и преломленной волнах. 

Точки на рисунке 4.6 изображают векторы E
r

, направленные к нам (видно ост-
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рие стрелы), кружок с крестиком – вектор E
r

, направленный от нас (видно опе-

рение стрелы).  Изменение направления векторов E
r

 и H
r

 в отраженной волне 

связано с отрицательным значением коэффи-

циента отражения R. 

3) Определим средние значения векторов 

Пойнтинга во всех волнах.  Поскольку векто-

ры E
r

 и H
r

  в идеальном диэлектрике синфаз-

ные, то формула (4.10) упрощается 

c
c

ср H
Z

Е
НЕП Z

2

1

22

1 2
2

&=== .

.2м
Вт 10013.1

2

1

;2м
Вт 10193.0

2

1

;2м
Вт 10326.1

2

1

3
,

3
,

3
,

−

−

−

⋅==

⋅==

⋅==

прпрсрпр

отротрсротр

падпадсрпад

НЕП

НЕП

НЕП

 

 

Сравнение значений векторов Пойнтинга показывает, что  

Ппад,ср> Потр,ср+ Ппр,ср  

и может показаться, что это противоречит закону сохранения энергии. Однако, 

это не так. Чтобы убедится в этом, выделим вокруг вектора Пойнтинга в па-

дающей волне энергетическую трубку – область пространства, ограниченную 

векторами Пойнтинга. Пусть S –площадь поперечного сечения этой трубки. То-

гда, мощность падающей волны в этой трубке будет равна  

Ппад,ср ·S. Площадь энергетической трубки отраженной волны останется такой 

же, а в преломленной волне - увеличится из-за увеличения размера трубки в 

плоскости падения волны в 
ϕ
ψ

cos

cos . раз.  Размер трубки в поперечном направле-

нии не изменится. Таким образом, закон сохранения энергии требует чтобы 

мощность в энергетической трубке падающей волны была равна сумме мощно-

Рис. 4.6 
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стей в трубках отраженной и преломленной волн. Это приводит к равенству 

   
ϕ
ψ

cos

cos
,,, ⋅+= српрсротрсрпад ППП , 

которое, как нетрудно убедиться, выполняется. 

Задача №7 (поле при полном отражении) 

Найти фазовую скорость и глубину проникновения неоднородной плоской 

волны, возникающей при падении плоской волны из среды 1 с параметрами εr1 

=3.4, µr1=1, σ=0 на границу с воздухом - среда 2.  Угол падения 450, частота по-

ля 35 ГГц. 

Решение:  

Электрические параметры воздуха можно принять такими же, как у вакуу-

ма, т.е. εr2 =1, µr2=1, σ2=0. Определим угол полного отражения (4.29) 

0
0 8,32)

4.3
1arcsin( ==ϕ . 

Поскольку 0ϕϕ > , то в среде 2 будет существовать неоднородная плоская 

волна, называемая также поверхностной.  Согласно формул (4.30) и (4.31), ее 

фазовая скорость  и коэффициент убывания в среде 2 определяются выраже-

ниями  

 
с

м

r

ф
ф

cv
v  

8
0

8

1

1 10308.2
45sin4.3

103

sinsin
⋅=⋅===

ϕεϕ
. 

м

r

c
k 12

2

0

2
2

0
22  1012.61

sin

sin
1

sin

sin
⋅=−








=−








=

ϕ
ϕεω

ϕ
ϕβ . 

Глубина проникновения поля во вторую среду δ определится как расстоя-

ние, на котором амплитуда поля уменьшится в е≈2.71 раз. 

мм64.11
2

== βδ . 

Таким образом, поле в воздухе на границе с диэлектриком распространяет-

ся вдоль границы со скоростью меньшей скорости света и  "прижато" к границе 

с диэлектриком. 

Задача №8 (граничные условия Леонтовича) 
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Плоская волна с частотой f=1 МГц падает под углом 600 на поверхность 

металла с параметрами µr =100, σ = 107 Cм/м. Амплитуда электрического поля 

падающей волны 10 В/м.  Определить  среднее значение мощности, поглощае-

мой 1см2 поверхности металла. Как результат зависит от поляризации падаю-

щей волны? Какая доля мощности падающей волны тратится на нагрев метал-

ла? 

Решение: 

Определим амплитуду вектора H
r
падающей волны 

0W
ЕH пад

пад = , где 0W =120π Ом –  

м
А2 1065.2120

10 −⋅== πпадH . 

Среднее по времени значение вектора Пойнтинга  падающей волны равно 

   2м
Вт

,  1325.0
2

1 == падпадсрпад НЕП . 

Определим волновое сопротивление металла (4.13) 
σ

ωµ
2

)1(2 iZc +=& . 

Ом 102)1(
102

104100102
)1( 3

7

76

2
−

−
⋅⋅+=

⋅
⋅⋅⋅⋅+= πππ

iiZc
& . 

Рассмотрим далее отдельно случаи вертикальной и горизонтальной поля-

ризации (рис.4.7). В соответствии с формулами  (4.26), коэффициент отражения 

для металлов равен    1  ; 1 −≈≈ ГВ RR . 

 

 а) вертикальная    б) горизонтальная 

     поляризация         поляризация 

Рис. 4.7 
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На границе раздела  должны выполняться  “строгие” граничные условия 

для тангенциальных составляющих полей Е и Н в первой и второй средах 

2121     и    tttt HHEE == , 
 где отрtпадtt EEE +=1  и отрtпадtt HHH +=1 . 

Из рис.4.7 видно, что при любой поляризации на поверхности металла 

почти полностью взаимно уничтожаются  тангенциальные составляющие элек-

трических  и нормальные составляющие магнитных полей. В то же время нор-

мальные составляющие электрического поля и тангенциальные составляющие 

магнитного поля фактически удваиваются по отношению к падающей волне. 

а) Вертикальная  поляризация. 

При вертикальной поляризации  

м
А 103.52 2−⋅=≈+= падотрпадпр HHHH . 

Среднее значение вектора Пойнтинга в преломленной волне на границе 

раздела  определится согласно формуле (4.11) как  

2м
Вт 102.2102

2

1065.2
)Re(

2

1 63
42

2
2

,
−−

−
⋅=⋅⋅== πcпрсрпр ZНП . 

Поток вектора Пср через поверхность S  определяет среднюю мощность, 

переносимую волной через эту поверхность, 

∫ ⋅=
S

срср dsnПР
rr

,. 

где −n
r

нормаль к поверхности S. 

Выберем в качестве поверхности S участок поверхности металла площа-

дью ∆S =1 см2 и направим нормаль внутрь металла. (Соотношение между вели-

чинами векторов Пойнтинга для падающей и преломленной волн на рисунке 4.8 

сильно не выдержано). 

Мощность, поглощаемая площадкой ∆S 

металла, определится как 

ВтSПР српрпогл

100
, 102.20cos −⋅=⋅∆⋅=  

Рис.4.8 

n
r

падП
rпрП

r

∆S
ϕ

воздух

металл
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Мощность падающей волны, приходящаяся на эту же площадку, будет 

ВтSПР српадпад

60
, 106.660cos −⋅=⋅∆⋅= . 

Таким образом, при вертикальной поляризации отношение поглощенной и 

падающей мощностей составит      41033.0 −⋅=
пад

погл

Р

Р . 

б) Горизонтальная поляризация. 

При горизонтальной поляризации, как  следует из  рис. 4.7 

  
м

А 1065.2cos2 2−⋅=⋅≈+= ϕпадотрtпадtпр HHHH , 

то есть амплитуда магнитного поля преломленной волны уменьшилась в 2 раза 

по сравнению с вертикальной поляризацией. Очевидно, это приведет к умень-

шению преломленной мощности в 4 раза  и к уменьшению доли поглощенной 

мощности также в 4 раза, поскольку падающая мощность при этом не измени-

лась. 

Этот результат можно также объяснить, используя понятие поверхностно-

го тока (см. раздел 1,формула(1.17)). [ ]tHn
rrr ⋅=η  При вертикальной поляризации 

для данного угла падения поверхностные токи в два раза больше, чем при гори-

зонтальной. 

4.3  Задачи для самостоятельного решения 
4.1. Морская вода имеет параметры

м
Cм

rr 4 1,,60 === σµε . Определить 

относительную комплексную диэлектрическую проницаемость и тангенс угла 

потерь для частоты f= 120 кГц. 

Ответ: 410   tg;  10660 5 =∆⋅−= irε& .                      

4.2.  В некоторой точке пространства заданы комплексные амплиту-

ды полей 

.
м

А6.10.4H    ;  75.0 1285
0

060
0

045
0

045
0

30
00

0

zeyexezeyixE i-iii
м

В rrrrrr&r &r −−+−= +=  

Определить средний по времени вектор Пойнтинга. 

Ответ:
2000   960.3306.3083.5

м

ВтzyixПcр
rrrr

++−= . 
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4.3. Электромагнитная волна распространяется вдоль оси z. В плоскости 

z=0 амплитуда вектора E
r

=700 В/м. Погонное затухание волны 0.2 дБ/м. Опре-

делить амплитуду вектора E
r

 в плоскости z=400м . 

Ответ: Е=0.07 В/м. 

4.4. Плоская электромагнитная волна с частотой f = 800 МГц  распро-

страняется в вакууме. Волновой вектор образует угол 300 с вектором 0x
r

 и угол 

800  с вектором 0y
r

. Вычислите вектор k
r

. 

Ответ: 
м

zyxk 1)856.791.251.14( 000
rrrr

±+= . 

4.5.Электромагнитная волна с амплитудой напряженности электрическо-

го поля 250 В/м падает по направлению нормали на поверхность идеального 

диэлектрика с 2.3=rε . Найти модули средних по времени векторов Пойнтинга 

падающей, отраженной и преломленной волн. 

Ответ: ,2м
Вт   ,2м

Вт  ,2м
Вт  3.76 6.6 9.82 === протрпад ППП  

4.6. Плоская электромагнитная волна с горизонтальной поляризацией  

падает из воздуха под углом падения 600  на границу с диэлектриком, имеющим 

параметры 1   ,2.3 r == µε r . Амплитуда вектора E
r

 падающей волны равна 0.4 

В/м.Определить амплитуды векторов H
r

 отраженной и преломленной волн.  

Ответ:   102.9 105.5 ,
м

А    ,
м

А 44 −− ⋅=⋅= протр HH  

Ответ: . 1.68 нияпроникнове  глубина      , 10301.2 8
мм

с
мvф =⋅= δ  

4.7. Плоская электромагнитная волна падает нормально на пластину ди-

электрика без потерь толщиной d. Определить условие при котором пластина 

будет прозрачной, т.е. отраженная волна будет отсутствовать. 

Ответ: число целое- пластине, в волны длина -   ,5,0 рpd λλ ⋅=  

 4.8. На одну сторону диэлектрической пластины из воздуха падает пло-

ская электромагнитная волна под углом падения 300, не создавая отражения. 

Определить  поляризацию волны и относительную диэлектрическую прони-



 112

цаемость диэлектрика, Доказать, что отражения от другой стороны пластины 

также не будет. Ответ: поляризация вертикальная, 3=rε  

4.9. Среднее значение вектора Пойнтинга при распространении плоской 

электромагнитной волны уменьшается на 15 процентов на пути 2м. Определить 

коэффициент затухания в неперах на метр и в децибелах на метр и глубину 

проникновения поля в данную среду. 

Ответ: 0.0406 Нп/м, 0.352 дБ/м, 24.6 м 

4.10. Ионосфера, расположенная  над Землей на высоте более 80 км, явля-

ется ионизированным разреженным воздухом т.е.плазмой. В присутствии по-

стоянного магнитного поля Земли – Н0 она является гиротропной средой. Оп-

ределить компоненты тензора относительной диэлектрической проницаемости 

ионосферы, считая ее однородной плазмой , если среднее значение электронной 

концентрации (на высоте 300 км) составляет Ne =4·1011 эл/м3 , Н0 =40 А/м, час-

тота волны f = 7 МГц. 

Ответ: εx= 0.315, εz= 0.343, α= 0.138,. 

4.11. В условиях задачи 4.3.13 определить постоянную Фарадея и рас-

стояние на котором поворот плоскости поляризации составит 900. 

Ответ: R=0.0176 1/м, L=89,25м  

4.12. Ферритовый образец с диэлектрической проницаемостью εr=10 и 

намагниченностью насыщения МS=4·104 А/м помещен в постоянное магнитное 

поле с напряженностью Н0 =105 А/м. Определить частоту ферромагнитного ре-

зонанса и компоненты тензора rµ  на частотах f1=1,2 ГГц и f2=12 ГГц.    Ответ: 

ωp=2,21·1010 1/с,   1) на f1 µх=1.453, α = −0.154,  

              2)на f2 µх=0.962, α =0.128 

4.13. Для преобразования поляризации волны из линейной в эллиптиче-

скую или круговую можно использовать ферритовую пластину, намагниченную 

в направлении, перпендикулярном распространению волны – эффект Коттона – 

Мутона. Определить толщину пластины, при которой разность фаз обыкновен-

ной и необыкновенной волн на выходе из пластины составит 090± . Чем отли-
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чается поляризация волны на выходе пластины для  частот f1 и f2? Параметры 

феррита и значения частот приведены в задаче 4.3.16. 

Ответ: На частоте 1,2 ГГц толщина пластины равна 9,96 см, на частоте 12 

ГГц  7,12 см, отличаются направлением вращения вектора E
r

. 
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5  ИЗЛУЧЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН 

ЭЛЕМЕНТАРНЫМИ ИЗЛУЧАТЕЛЯМИ 
 

В данном разделе рассматриваются темы 

 Элементарные излучатели в свободном пространстве; 

 Диаграммы направленности элементарных излучателей над идеально 

проводящей землей; 

5.1  Краткие теоретические сведения 

В курсе электродинамики рассматриваются три элементарных излучате-

ля: электрический и магнитный диполи Герца и элемент Гюйгенса. Для опреде-

ления электрических и магнитных полей, создаваемых излучателями,  исполь-

зуются вспомогательные  функции  - электрический и магнитный векторные 

запаздывающие потенциалы MAA
rr

  и  . Более распространен электрический по-

тенциал, который в дальнейшем будем называть просто векторным потенциа-

лом. При известных токах возбуждения векторный потенциал определяется 

формулой 

∫
−

=
V

ikr
ст dv

r

ej
MA

r

&v

π
µ
4

)( ,     (5.1) 

где М-точка наблюдения, стj
r

- плотность сторонних токов, являющихся источ-

ником электрических и магнитных полей, r – расстояние от точки объема V, где 

находятся токи стj
r

 и точкой наблюдения М,  k – волновое число.  

Диполем Герца называется отрезок проводника, длиной l , по которому 

протекает переменный электрический ток Iст, причем ток предполагается по-

стоянным по длине диполя и λ<<l . Для диполя Герца векторный потенциал 

определяется  наиболее просто, как 

,
4

)(
r

eIl
MA

ikr
ст

π
µ −

=
r

r
    (5.2) 

где r – расстояние от середины диполя до точки наблюдения. 
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Поместим диполь в центре сферической системы координат, расположив 

его вдоль оси «z» (рис. 5.1). 

Поля Е и Н  в точке М, определяе-

мые через векторный потенциал (5.2), 

представляют в общем виде достаточно 

сложные функции сферических координат 

(r,θ,α). Для двух крайних случаев – ближ-

ней  и дальней зон эти выражения сущест-

венно упрощаются.  

Ближняя зона определяется усло-

вием kr<<1, или   r<<λ⁄2π.  

Комплексные амплитуды полей Е и Н в ближней зоне определяются вы-

ражениями:  

 ;sin
4

   ;cos
2

      ;sin
4 332

θ
πωε

θ
πωε

θ
π θα

r

lI
iE

r

lI
iE

r

lI
H стст

r
ст

⋅
=

⋅
=

⋅
= &&&  (5.3) 

Отметим характерные особенности полей в ближней зоне: 

• Поля не имеют волнового характера, так как фазы полей не зависит 

от координат, 

• Зависимость амплитуд полей в ближней зоне от координат такая 

же, как у электростатического  диполя и  отрезка проводника с постоянным 

током. Поэтому поля в ближней зоне называются квазистатическими. В ча-

стности, для них характерно быстрое убывание амплитуд полей с увеличе-

нием расстояния, как 1⁄ r2  или  1⁄ r3 . 

• Поля Е и Н сдвинуты по фазе на 900 , поэтому среднее значение век-

тора Пойнтинга равно нулю. Это означает, что движение энергии вблизи ди-

поля Герца носит колебательный характер. 

Дальняя зона определяется условием  kr>>1, или r>>λ⁄2π.. 

Комплексные амплитуды полей Е и Н в дальней зоне определяются вы-

ражениями:  

Рис. 5.1 
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   (5.4) 

 Характерные особенности полей в дальней зоне: 

• Формулы (5.4) представляют поля в  сферической волне, поскольку фа-

за полей постоянна на сфере с радиусом r. Вектора HE
rr

   и    перпендикулярны 

друг другу и направлению распространения волны.  

• Амплитуды полей убывают с расстоянием как 1/r, то есть гораздо мед-

леннее, чем в ближней зоне. 

• Поля Е и Н синфазные и их отношение равно волновому сопротивле-

нию данной среды для плоских волн –Zc. Среду будем считать идеальным ди-

электриком (σ=0). Среднее значение вектора  Пойнтинга (4.11) не равно нулю  

θ
π

2
2

2
2

2

sin
)(32

)(

2

1

2

1
c

cт
c

c
ср Z

r

lkI
ZH

Z

E
П === .          (5.5) 

Мощность, излучаемая диполем, может быть вычислена как интеграл по 

сфере в дальней зоне от  срП . Она может быть представлена в виде                                              

  , 
2

1 2
Σ∑ = RIP ст -                                    (5.6) 

где  ΣR  - сопротивление излучения диполя 

2)(
3

2
λ

π lZ
R c=Σ ,      (5.6а) 

  λ - длина волны в данной среде. 

Зависимость амплитуд полей Е или Н в точке наблюдения от угловых ко-

ординат при постоянном  r  называется амплитудной диаграммой  направлен-

ности. Для диполя Герца диаграмма направленности описывается функция  

θθ sin)( =F . В полярной системе координат диаграмма направленности имеет 

вид  тела вращения вокруг оси диполя (рис.5.2). 
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Магнитный диполь Герца – воображаемый диполь Герца, в котором 

вместо электрического тока протекает фик-

тивный магнитный ток м
стI   Переход от фор-

мул (5.3) и (5.4), определяющих поля диполя 

Герца, к соответствующим формулам для 

магнитного диполя Герца производится на ос-

нове принципа перестановочной двойственно-

сти   

  -   µε ↔−↔↔ ,I,   IHE м
стст

rr
.   (5.7) 

Магнитный диполь Герца может быть реализован в виде рамки c током 

или щелевого излучателя малых размеров по сравнению с длиной волны. 

Рамка с током эквивалентна магнитному диполю Герца, перпендикуляр-

ному  плоскости рамки при выполнении условия     

SIilI р
м
ст ⋅−= ωµ  ,    (5.8) 

где м
стI  и l магнитный ток и длина диполя, S  и  рI  - электрический ток и пло-

щадь рамки. 

Расположим  рамку  в начале координат так, чтобы  ее ось была направ-

лена вдоль оси z. В дальней зоне поле рамки с током определяется формула-

ми (5.4) с учетом (5.7) и (5.8). 

cZ

E
Hkre

r

cSZkpI
E α

θθ
πα −=−⋅=    ;sin

4

2

.      (5.9) 

Сопротивление излучения рамки определяется формулой 

4

2

3

38

λ
π S

cZ
р

R =Σ .                                             (5.10) 

Щелевой излучатель эквивалентен магнитному диполю Герца при усло-

вии, что  длина щели много меньше длины волны, распределение вектора E
r

 по 

длине щели постоянно, магнитный ток диполя и напряжение на щели  связаны 

Рис. 5.2 
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соотношением м
cтщ IU =2 .  При этом магнитный диполь располагается на по-

верхности щели, вдоль ее длины. 

Элемент Гюйгенса – участок фронта плоской волны с размерами много 

меньшими длины волны. Элемент Гюйгенса эквивалентен взаимно ортогональ-

ным электрическим и магнитным диполям Герца, расположенным в плоскости 

фронта волны. (Рис.5.3)  

Поле элемента Гюйгенса в дальней зоне, в сферической системе коорди-

нат, представляется в виде 
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  (5.11) 

где SE&  - комплексная 

амплитуда напряженности 

электрического поля на по-

верхности элемента Гюйген-

са. 

Диаграмма направленности 

элемента Гюйгенса в главных 

плоскостях (α=0, α=π/2) опреде-

ляется выражением 

2

cos1
)2,()0,(

θπθθ +== FF .     (5.12) 

В полярной системе координат диаграмма направленности имеет вид 

кардиоиды (рис.5.4), причем максимум излучения направлен вдоль оси z (θ=0). 

Рис.5.3 
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5.2  Примеры решения типовых задач 

Задача №1 (поле диполя Герца) 

Найти амплитуду тока в диполе Герца и излучаемую им мощность, если 

его длина 5 см и в точке с координатами r = 1км, θ = π⁄2 амплитуда напря-

женности электрического поля Еθ =10-4 В/м. Частота колебаний  

150 МГц. 

Решение: 

Определим излучаемую длину волны. Поскольку параметры среды не за-

даны, то будем полагать, что это – воздух (или вакуум)  

м

с

с
м

f
c 2

110150

103

6

8

=
⋅

⋅
==λ . 

Определим  величину kr для оценки.   310
2 ⋅== π
λ
π

rkr . 

Поскольку  kr>>1, то точка наблюдения находится в дальней зоне  и по-

ле определяется формулой (5.4).Запишем ее для амплитуды Еθ, опуская фазо-

вые множители ikr-e и i  

θ
πθ sin

4
0

r

lWkI
E ст= .    Отсюда   

θ
π θ

sin

4

0klW

rE
I ст = . 

Рис. 5.4 
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Подставляя значения  r , θ  и ОмW  1200 π= , получим амплитуду тока в ди-

поле ААI ст
21012.2

15

1 −⋅≈=
π

. 

Сопротивление излучения диполя определяется формулой (5.6а) 

Ом
lW

R  5.0105
3

2 22
2

0 ≈⋅=






= −
Σ π

λ
π

. 

Средняя по времени мощность излучения определится как 

ВтRIP ст  1011.1
2

1 22 −
ΣΣ ⋅== . 

 Задача №2 (поле диполя Герца) 

Диполь Герца длиной 1м питается током частотой 1 МГц и амплитудой 

2А. Определить напряженности электрического и магнитного полей на рас-

стоянии 10м и 10 км и построить зависимости их амплитуд от углов 

θ и α при этих расстояниях. 

Решение: 

Аналогично решению предыдущей задачи, определим величины kr для 

двух значений r1=10м и  r2=10км. 

м
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Таким образом, расстояние r1  соответствует ближней зоне, а  r2 – даль-

ней. 

 Поля в ближней зоне описываются формулами (5.3). При выполнении 

расчетов учтем, что для воздуха 
k
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Таким образом,  на расстоянии 10 м от диполя будут присутствовать две 

компоненты вектора E
r

 и одна – вектора H
r

. Их  диаграммы направленности в 

ближней зоне  в полярной системе координат имеют вид  

 

Рис. 5.5 

 На рисунке диполь выделен жирной линией.  Следует обратить внимание 

на то, что в ближней зоне существует значительное продольное электрическое 

поле Еr и на сдвиг по фазе между полями Е и Н. 

Поля в дальней зоне определяются формулами (5.4) . Определим  ампли-

туду αH  

м
А7

4
 sin 1033.3sin

104300

122
sin

4
θθ

π
πθ

πα ⋅⋅=
⋅⋅

⋅⋅== −
r

lkI
H ст . 

Электрическое поле имеет одну составляющую Еθ,  которую можно опре-

делить согласно (5.9) через Нα и волновое сопротивление 

м
ВHWE   sin10256.1sin1033.3120 47

0 θθπαθ ⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅= −− . 

Диаграмма направленности в дальней зоне описывается функцией sinθ и 

имеет вид  изображенный на рис. 5.5а для Нα или рис. 5.5б для Еθ. 

Задача №3 (диаграмма направленности диполя над землей) 

Определить  диаграммы  направленности в вертикальной и горизонталь-

ной плоскостях  диполя Герца, находящегося над идеально проводящей землей 

на высоте h. Рассмотреть случаи   вертикального и горизонтального диполей 

для высоты  h=  2/λ . 

Решение: 
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 Выберем прямоугольную систему координат для обозначения  

координат диполей и сферическую  - для координат точки наблюдения 

(рис. 5.6) Учет влияния идеально проводящей 

земли  на излучение антенн можно провести  

методом зеркальных изображений. Рассмот-

рим вертикальный и горизонтальные диполи, 

расположенные над поверхностью идеально 

проводящей земли (рис.5.7)  Отметим  для 

фиксированного момента времени на диполях 

положительные и отрицательные заряды и  

соответствующие им заряды на зеркальных изображениях диполей. Покажем 

направление токов в диполях и их зеркальных изображениях от положительно-

го заряда к отрицательному. Видно, что  токи в вертикальном диполе и его 

зеркальном изображении имеют одинаковое направление, а в горизонталь-

ном – противоположное.  

Перейдем к определению диаграмм направленности. Изобразим на рисун-

ке 5.8 условие задачи для вертикального диполя.  В точке А расположен вер-

тикальный диполь, в точке В – его зеркальное изображение с таким же на-

правлением тока.  
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Рис. 5.8 

Точка наблюдения М находится в дальней зоне, поэтому направления 

распространения волн от диполя и его зеркального изобрахения (волны, 

отраженной от земли) параллельны  и пересекаюся в бесконечно удаленной 

точке.  Расстояния АМ и ВМ отличаются на длину отрезка θcos2hВС = , это 

приводит к разности фаз полей в точке наблюдения 

θ
λ
πθϕ cos

4
cos2

h
hk =⋅=∆ . Амплитуды полей в прямой и отраженной волнах в 

бесконечно удаленной точке можно считать одинаковыми.Таким образом, 

сумма  полей в точке М  прямой волны и отраженной от земли будет 

пропорциональна выражению 

2
cos2)(1 2222 ϕϕϕϕϕ

ϕ ∆⋅=+=+
∆−∆−∆+∆−∆− iiiii eeeee . 

Модуль этого выражения  пропорционален функции  








=∆= θ
λ
πϕθ cos

2
cos

2
cos)(

h
F в
З

,   (5.13) 

      которая может быть названа множителем земли. 

          Амплитудная диаграмма направленности  будет определяться также 

собственной диаграммой направленности диполя  в вертикальной плоскости 

θθ sin)(0 =F . Таким образом, полная диаграмма направленности  будет яв-

ляться произведением диаграммы направленности вибратора в свободном про-

странстве на множитель земли. 

)coscos(sin)()()( З θθθθθ khFFF вв ⋅=⋅= .  (5.14) 
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Видно, что диаграмма направленности в вертикальной плоскости не зави-

сит от угла α и в пространстве представляет тело вращения вокруг оси z.  

В горизонтальной плоскости ( 2/πθ = ) диаграмма направленности ос-

танется такой же, как у вертикального диполя в свободном пространстве, 

т.е. окружностью, поскольку множитель земли не зависит от азимутального 

угла α. 1)(
090

=
=θ

αвF  

Для горизонтального диполя множитель земли будет другим,  посколь-

ку ток  в зеркальном изображении противоположен  по направлению току в 

диполе  








=∆= θ
λ
πϕθ cos

2
sin

2
sin)(

h
F г
З .    (5.15) 

Собственная диаграмма направленности горизонтального диполя в вер-

тикальной плоскости зависит от ориентации диполя относительно этой 

плоскости. На рисунке 5.6 диполь ось диполя направлена вдоль оси у. Собст-

венная диаграмма направленности в плоскости хоz является окружно-

стью 1)(
0

0 =
=α

θгF ,  а в плоскости уоz «восьмеркой» θθ
α

cos)(
090

0 =
=

гF .  

Таким образом, полные диаграммы направленности в вертикальной плос-

кости  -  плоскости хоz (иногда ее называют экваториальной) и в плоскости 

уоz ( соответственно – меридиональной) представляются выражениями 








== θ
λ
παθ cos

2
sin)0,(

h
F г  в экваториальной плоскости,           

(5.16) 








⋅== θ
λ
πθπαθ cos

2
sin)cos()2/,(

h
F г  в меридиональной плоскости  (5.17) 

На рис. 5.9 изображены множитель земли и диаграммы направленности 

в вертикальной плоскости для вертикального и горизонтального диполей для 

случая 2
λ=h .  Для удобства построения  вместо угла θ использовался угол 

возвышения γ =900 -θ, отсчитываемый от поверхности земли. 
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a) б) в) 

а - множитель земли для вертикального диполя в
ЗF (γ, α-любое) 

б - диаграмма направленности вертикального диполя, вF (γ, α-любое) 

в - диаграмма направленности горизонтального диполя. гF (γ,α=π/2) 

Рис. 5.9 

Диаграммы направленности обоих диполей в горизонтальной плоскости 

будут такими же, как  при отсутствии земли, т.е. для вертикального диполя – 

окружность, для горизонтального – «восьмерка», такая же как на рис. 5.5б 

для Еθ(θ). Это следует из того, что множитель земли не зависит от угла α. 

Задача №4 (Качественное определение диаграмм направленности) 

Во многих случаях можно определить вид диаграммы направленности 

излучателей, поднятых над землей, из достаточно простых физических сооб-

ражений. При этом можно исходить из следующих положений: 

1) Диаграмма направленности в вертикальной плоскости есть произве-

дение диаграммы одного элемента на множитель земли  

2).Множитель земли представляет собой диаграмму направленности 

изотропного излучателя, находящегося на той же высоте и с такой же поля-

ризацией поля излучения, что и реальный излучатель. Изотропный излучатель 

имеет диаграмму направленности в свободном пространстве в виде сферы, 

т.е. излучает равномерно по всем направлениям.  

3) Множитель земли  не зависит от азимутального угла α и в простран-

стве представляет собой  тело вращения относительно вертикали, проходя-

щей через антенну. 

4) Максимумы множителя земли )(θЗF  соответствуют направлениям, в 

которых поля излучателя и его зеркального изображения  складываются в фа-

зе или со сдвигом фаз 2π, 4π и т.д.  Нули диаграммы  множителя земли соот-
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ветствуют направлениям, в которых разность фаз полей в точке наблюдения 

равна нечетному числу π. 

4) Разность фаз  полей  в точке наблюдения  определяется разностью 

хода лучей от излучателя и его зеркального изображения до точки наблюдения 

(отрезок ВС на рис. 5.7), а также разностью фаз токов в излучателе и  зер-

кальном изображении.  При этом необходимо помнить, что разность хода ве-

личиной λ/2,3λ/2 и т.д. (нечетное число полуволн) соответствует сдвигу фаз 

равному нечетному числу π (π,3π и т.д.), а разности хода величиной λ,2λ и т.д. 

– сдвигу фаз 2π,4π и т.д. 

Покажем применение этих положений на примере диполя, находящегося 

над идеально проводящей землей на  .высоте h=λ. Будем, как и в предыдущем 

примере, использовать  угол γ, отсчитываемый от поверхности земли.  

Для случая вертикального диполя  токи в нем  и зеркальном изображении 

синфазные, поэтому вид  множителя земли будет определяться только разно-

стью хода лучей от диполя и  зеркального изображения. Направления макси-

мумов определятся из условия 

λγ phr ==∆ maxsin2  , где р=0,1,2.. 

В нашем случае (h=λ)  это соответствует значениям  1 ,2/1 ,0sin max =γ   

или    углам .90 ,30 ,0 000
max =γ  

Положения минимумов множителя земли определятся из условия 

2sin2 min
λγ phr ==∆ , где р=1,3.. 

Это соответствует углам 0348 и 0314 00
min ′′=γ  

Построенный по этим значениям углов множитель земли изображен на 

рисунке  5.10а сплошной линией. Пунктирной линией  показана диаграмма на-

правленности диполя в свободном пространстве в пределах изменения угла γ 

от 00 до 1800. Полная диаграмма диполя над землей определится как произве-

дение этих диаграмм. Приближенно это соответствует «вписыванию» мно-

жителя земли в диаграмму вибратора в свободном пространстве. Результат 

представлен на рис. 5.10б. 
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Для горизонтального диполя токи диполя и его зеркального изображения 

противофазные. Это приводит к тому, что максимумы множителя земли бу-

дут располагаться там, где были минимумы множителя земли для вертикаль-

ного вибратора и наоборот Полная диаграмма направленности горизонталь-

ного диполя совпадает с множителем земли и представлена на рис. 5.10в. 

 

Рис. 5.10 

 Учет влияния земли на диаграмму направленности излучателей, подоб-

ный приведенному выше, пригоден для любых антенн над идеально проводящей 

землей. Над реальными почвами он также применяется, но только если излу-

чатель поднят на высоту h>λ.   

Таким образом, определяя направления максимумов и нулей множителя 

земли и учитывая собственную диаграмму направленности излучателя, можно 

определить диаграмму направленности излучателя с учетом влияния земли. 

Задача №5 (электрический и магнитный диполи Герца ) 

Для радиолюбительского вида спорта «охота на лис» применяются на-

правленные антенны в виде диполя Герца и рамочной антенны, расположенные 

в одной плоскости, как показано на рисунке 5.11а. 

Определить соотношение между амплитудами тока в диполе и рамке, 

при котором диаграмма направленности будет иметь направление нулевого 

излучения, если l - длина диполя, S – площадь рамки, f – частота токов в дипо-

ле и рамке. 

Решение: 

Известно, что рамка с током при ее малых размерах (по сравнению с 

длиной волны) по своим свойствам аналогична магнитному диполю Герца, пер-

пендикулярному ее плоскости (рис.5.11б)  
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а)          б) 

Рис. 5.11 

Таким образом, данная  конструкция представляет собой взаимно орто-

гональные электрический и магнитный диполи Герца и при определенных соот-

ношения между токами диполя и рамки может иметь направление нулевого 

излучения, как элемент Гюйгенса.  

Рассмотрим поля Е и Н от диполя (рис. 5.12а)и рамки (рис. 5.12б) в сим-

метричных относительно  начала координат точках М и М1 

 

 а) б) 

Рис 5.12 

Векторы H
r

  от диполя (рис. 5.12а)  направлены в противоположные 

стороны, поскольку ориентированы по касательной к силовой линии магнитно-

го поля в виде окружности с центром в начале координат. Направления векто-

ров E
r

 определяется через векторы Пойнтинга в этих точках, которые на-

правлены от диполя. Для рамки в противоположные стороны направлены век-

торы E
r

, как касательные к силовой линии электрического поля в виде окруж-

ности, а направления векторов H
r

 определяются  через векторы Пойнтинга. 

Для выбранных направлений токов I и Iм  поля от диполя и рамки в точке М 

складываются, а в точке М1- вычитаются. 
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Приравняем комплексные амплитуды полей, созданных диполем (5.4) и 

рамкой (5.9) в точках  М и М1 в дальней зоне. При этом нужно учесть, что 

формулы (5.4) и (5.9) определяют поля в разных системах координат, связан-

ных с направлениями осей диполя и рамки. Направление на точки М и 

М1соответствует значению θ=900 
для обоих диполей.   

Подставляя в обе формулы θ=900  и приравнивая комплексные амплиту-

ды векторов Е, получим 

ikrcpikrc e
r

SZkI
e

r

kIlZ
i −− =

ππ 44

2

 или kSIiIl p= . 

При выполнении этого условия поля в точке М будут складываться, а в 

точке М1 - взаимно компенсироваться, так что диаграмма направленности 

будет иметь форму кардиоиды (рис.5.4). Мнимая единица «i», присутствую-

щая в этом условии, означает необходимый сдвиг фаз токов на 900 . 

 

5.3  Задачи для самостоятельного решения 

5.1. Диполь Герца длиной 1м возбуждается на частоте 10 МГц током с 

амплитудой 1А. Определить амплитуды напряженности электрического и 

магнитного полей в экваториальной плоскости вибратора на расстоянии 

1000м от него.   Ответ: Н=1,67·10-5 А/м , Е=6,28·10-3 В/м. 

5.2.  Как изменится результат предыдущей задачи для частоты 10 кГц?    

Ответ: Н=7,94·10-5 А/м , Е=1,43·10-4 В/м. 

5.3. При расчете экранов для электромагнитного поля широко использу-

ется понятие волнового сопротивления среды для  ближней зоны электриче-

ского и магнитного диполей Герца, которое определяется как отношение по-

перечных к направлению распространения составляющих векторов E
r

 и H
r

. 

Получите формулы для этих сопротивлений. О чем свидетельствует мнимый 

характер и зависимость от расстояния этих сопротивлений?    Ответ: 

ikrW
kr

i
W HE ==   ; . 
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5.4. Найти составляющие поля диполя Герца длиной 10 см в экваториаль-

ной плоскости на расстоянии а) 2м, б) 2км, если  частота колебаний составляет 

30 МГц.  Ответ:
В/мEА/мHб

В/мEА/мHa

  10425.9     ,105,2)

  597.0     ,102)
  4  6

  3

−−

−

⋅=⋅=

=⋅=

θα

θα  

5.5. Определить мощность излучаемую на отрезке длиной 1 м двухпро-

водной линии электропередачи, если по ней протекает ток с амплитудой 10 А. 

Расстояние между проводами  0.3м. 

Указание: рассматривать отрезок линии как рамку с током. 

Ответ: Вт101.1 22−
Σ ⋅=P  

5.6.  Рамочный излучатель диаметром 0ю5м возбуждается током 0ю3 А 

на частоте 25 МГц. Найти амплитуду напряженности магнитного поля в 

плоскости рамки на расстоянии 10 км и излучаемую мощность. 

Ответ: = Р=2.61·10-3 Вт, Н=1.3·10-7 А/м 

5.7. Определить направления максимумов и построить качественно диа-

грамму направленности в вертикальной плоскости горизонтального диполя 

Герца расположенного на высоте 1.5 λ над идеально проводящей землей.  От-

вет:  θ=33.550, 600, 80.40. 

5.8.  Площадь некоторой плоской цепи переменного тока составляет 

0.2λ2. Определить ее сопротивление излучения. Ответ: Ом 47.12=ΣR  

5.9. Излучатель в виде открытого конца прямоугольного волновода при-

ближенно можно рассматривать как элемент Гюйгенса. Определить напря-

женность электрического поля на расстоянии 100м в направлении максималь-

ного излучения . Амплитуда напряженности поля на раскрыве волновода ЕS=10-

3 В/м, площадь раскрыва  2·10-3 м2. частота 3 ГГц. 

Ответ: Е=2·10-7 В/м. 

5.10. В отличие от задачи №5 раздела 5.2 диполь расположен в центре 

рамки перпендикулярно ее плоскости. Определить диаграмму направленности 

такой антенны и соотношение между токами диполя и рамки при котором по-

ляризация поля в плоскости рамки будет круговая. 
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Ответ: Диаграмма направленности такая же как у диполя. kSIlI p ⋅=⋅ . 

5.11.  Построить диаграммы направленности горизонтального диполя 

Герца над идеально проводящей землей в вертикальной плоскости при h=2λ. 

Сколько лепестков имеет эта диаграмма направленности в диапазоне углов θ от 

0 до 90 градусов? Ответ:  четыре  лепестка. 

5.12. Амплитуда напряженности магнитного поля на расстоянии 100м от 

рамки с током в направлении ее максимального излучения составляет 3,6 

мкА/м.Определить диаметр рамки, если частота равна 12 МГц, амплитуда тока 

9А. Ответ: 10 см. 

5.13. Как изменится амплитуда магнитного поля диполя Герца в направ-

лении максимального излучения, если расстояние до точки наблюдения увели-

чится с10 м до 1000 м? Частота волны а)3 МГц, б) 3 кГц. 

Ответ: а) уменьшится примерно в 159 раз, б)Уменьшится в 104 раз. 

5.14 Получить выражение для множителя земли, если излучатель распо-

ложен на высоте h>>λ и землю нельзя считать идеально проводящей. Электри-

ческие параметры земли (ε,µ,σ),высоту расположения излучателя -h, длину вол-

ны – λ и поляризацию излучателя считать заданными. 

Указание: В точке отражения падающую волну считать плоской, угол γ 

отсчитывать от поверхности земли. 

Ответ: )()(1)( γγγ iФ
з eRF += , где )()()( γψγγ ieRR && =  - комплексный коэф-

фициент отражения, определяемый по формулам Френеля (4.26), 

λπγγψγ /2  ),sin(2)()( =−= kkhФ . 

5.15 Получить выражение для диаграммы направленности вибратора 

длиной L, считая распределение тока в нем равномерным по длине. Угол γ от-

считывать от поверхности земли. Определить ширину главного лепестка диа-

граммы направленности. 

Указание: разделить вибратор на малые отрезки – диполи Герца и опре-

делить поле в дальней зоне по принципу суперпозиции. 
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Ответ: )arcsin(22  ,
)sin(

))sin(
2

sin(
)cos(

2
)( 0 L

kL

kL
F λγ

γ

γ
γγ ==  
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6  ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ПОЛЯ В ВОЛНОВОДАХ 

 

В данном разделе рассматриваются темы: 

1. Условия распространения волн основного (низшего) и высших типов; 

2. Параметры распространяющейся волны; 

3. Структура электромагнитного поля; 

4. Особенности поляризации магнитного поля основной волны; 

5. Передаваемая мощность и плотность потока мощности в волноводе; 

6. Тепловые потери и затухание волны в волноводе; 

6.1  Краткие теоретические сведения 

 Полая металлическая труба произвольного сечения, внутри которой рас-

пространяются электромагнитные волны, называется волноводом. 

 В однородных волноводах (форма поперечного сечения и параметры за-

полняющей среды постоянны вдоль координаты распространения волны) с иде-

ально проводящими стенками могут распространяться волны электрического 

типа (Е), у которых 0=zH , а 0≠zE и волны магнитного типа (Н), у кото-

рых 0=zE ,  а 0≠zH . 

Из уравнений Максвелла получают инвариантные (справедливые для лю-

бой системы координат) соотношения, позволяющие определять поперечные 

составляющие полей через продольные для любого типа волны и волновода:  

     
.

2 0[ ]z zE i grad E i z grad Hγ β ωµ⊥⊥ ⊥ ⊥= − ⋅ + ⋅ ⋅
r r& & ,        (6.1) 

     
. .

2 0[ ]z zH i grad H i z grad Eγ β ωε⊥⊥ ⊥ ⊥= − ⋅ − ⋅
r r & ,        (6.2) 

где   0 0
X yE x E y E⊥ = +

r r r , 0 0
X yH x H y H⊥ = +

r r r   и  grad⊥ = 0 0x y
x y

∂ ∂+
∂ ∂

r r    -для прямоуголь-

ного волновода,   

0 0
rE r E Eαα⊥ = +

r rr , 0 0
rH r H Hαα⊥ = +

r rr  и grad⊥ = 0 0 1
r

r r
α

α
∂ ∂⋅ + ⋅ ⋅
∂ ∂

rr -для   случая кругло-

го волновода. 

 Основные параметры волн в волноводах  
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 2

в d

k

K

πβ
λ

= =  - постоянная распространения волны;                             (6.3) 

 
0

2 r rk
π ε µ

λ
=  - волновое  число в среде, заполняющей волновод;       (6.4) 

Конкретный тип волны в волноводе может распространяться только в том 

случае, если         0
кр

r

λ λ
ε

< ,                                                                                  (6.7) 

Критическая длина волны определяется размерами и формой поперечного се-

чения волновода, а так же типом волны mnE , mnH . Основным (низшим) типом 

волны считается тот, у которого крλ наибольшая. 

К параметрам волны, распространяющейся в волноведущих линиях, от-

носятся 

Средняя мощность, переносимая волной любого типа в любом волноводе, 

определяется интегрированием вектора Пойнтинга по поперечному сечению 

волновода 
.

0 *1
Re{ [ ]}

2ср

S

P z E H dS= ⋅ ⋅∫
r rr & .        (6.14) 

   

2

01
1d

r кр

K
λ

ε λ
 

= −   
 

 -  коэффициент дисперсии;                                           (6.5) 

    
крλ
πγ 2=⊥   -  поперечное волновое число.                                         (6.6) 

Длина волны  в 

волноводе 

Фазовая ско-

рость 

Групповая ско-

рость 

Характеристическое 

сопротивление 

ф

r d

c
V

Kε
= (6.9) d

гр

r

c K
V

ε
⋅=  (6.10)    0

в

r dK

λλ
ε

= (6.8) 

где с- скорость света 

0
H

d

W
Z

K
=     (6.11) 

0E dZ W K= ⋅   (6.12) 

π=
ε
µ

= 120W
0

0
0

(6.13) 
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Коэффициент ослабления волны α равен сумме коэффициентов ослабле-

ния  в металлических стенках мα  и диэлектрике дα , т.е. м дα α α= + . Потери в ме-

талле                            

2.

. .
*

1

2
Re[ ]

s

l
m

S

R H dl

E H dS

τ

α
⋅

= ⋅
⋅

∫

∫
rr r

,                             (6.15) 

где 
2

a
sR

ωµ
σ

=  - поверхностное сопротивление металла, 
.

τH  - составляющая 

магнитного поля, тангенциальная к поверхности стенок волновода. 

Потери в диэлектрике определяются с помощью выражения 

2

1
1

д

r кр

tg επ εα
λλ

ε λ

⋅ ⋅ ∆=
 

⋅ −   
 

.                (6.16) 

Для конкретного типа волны подстановкой решения для продольных 

компонент (ниже) в уравнения (6.1) и (6.2), получают выражения для состав-

ляющих векторов напряженностей электрического и магнитного полей. 

Волноводы прямоугольного сечения 

               Волны типа mnE   

.

02
cos sin i z

x
m mx ny

E i E e
a a b

ββ π π π
γ

−

⊥

   = − ⋅ ⋅ ⋅   
   

 

         
.

02
sin cos i z

у

n mx ny
E i E e

b a b
ββ π π π

γ
−

⊥

   = − ⋅ ⋅ ⋅   
   

 

.

0 s in s in i z
z

m x n y
E E e

a b
βπ π −   = ⋅ ⋅   

   
 

.

02
sin cos i z

x
m mx ny

H i E e
b a b

βπ π πωε
γ

−

⊥

   = ⋅ ⋅ ⋅   
   

                                 (6.17) 

.

02
sin i z

y
m mx ny

H i E cos e
a a b

βπ π πωε
γ

−

⊥

   = − ⋅ ⋅ ⋅   
   

                   

0
.

=zH . 

 

             Волны типа Нmn   
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.

02
cos sin i z

x
m mx ny

E i H e
b a b

βπ π πωµ
γ

−

⊥

   = ⋅ ⋅ ⋅   
   

 

.

02
sin cos i z

y
m mx ny

E i H e
a a b

βπ π πωµ
γ

−

⊥

   = − ⋅ ⋅ ⋅   
   

 

0
.

=zE  

.

02
sin cos i z

x
m mx ny

H i H e
a a b

ββπ π π
γ

−

⊥

   = ⋅ ⋅ ⋅   
   

                                           (6.18) 

.

02
cos sin i z

y
m mx ny

H i H e
b a b

ββπ π π
γ

−

⊥

   = ⋅ ⋅ ⋅   
   

 

.

0 cos cos i z
z

mx ny
H H e

a b
βπ π −   = ⋅   

   
  , 

где  
22

2 






 ⋅+






 ⋅=⊥ b

n

a

m ππγ  - поперечное волновое  число;  m,n – целые положи-

тельные числа; a,b – поперечные размеры широкой и узкой стенок волно-

вода соответственно;           0E  , 0H  - амплитуды волны, зависящие от пе-

редаваемой мощности; 

         
22

2








+







=

b

n

a

m
крλ  - критическая длина волны .                          (6.19) 

Основной волной в прямоугольном волноводе при a>b является волна 

Н10, ее критическая длина волны будет максимальной и , согласно (6.19), равна 

            aкрН 2
10

=λ               (6.20) 

Передача энергии осуществляется на основном типе волны, пока выпол-

няется условие (6.7), другие типы волн в волноводе не возбуждаются. 

Средняя мощность (6.14), переносимая волной Н10 в прямоугольном вол-

новоде определяется соотношением 

H
срH Z

abE
P

4

2
0

10
=  ,           (6.21) 

Для волны Н10  коэффициент затухания в прямоугольном медном волно-

воде  рассчитывается по формуле 
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2 2

2 2

0

2 2
0,104

2 2
,[ ];.. .. ,[ ]

2 2

s r r

m m

r r

b b
R

a a a aНп дб
или

м м
W b b

a a

λ λε ε
α α

λ λε λ ε

      + ⋅ +      
         = =

   ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −   
   

.      (6.22) 

Волноводы круглого сечения 

Для волноводов круглого сечения, работающих на волнах типа Hmn, кри-

тическая длина волны равна 

mn
кр

a

µ
πλ 2=  ,                                                                                       (6.23) 

где mnµ  - n – й корень производной функции Бесселя / ( ) 0mJ z = , а – радиус вол-

новода. Для волн  типа Emn  критическая длина волны равна 

mn
кр

a

ν
πλ 2= ,                                                                  (6.24)  где mnν - n – 

й корень функции Бесселя ( ) 0mJ z = . Значение корней mnµ  и mnν  приведены в 

таблице 6.1. 

Таблица 6.1. Значения корней νmn функции Бесселя ( )mJ z  

n 
m 

1 2 3 4 

0 2,405 5,520 8,654 11,792 

1 3,832 7,016 10,173 13,324 

2 5,136 8,417 11,620 14,796 

3 6,380 9,761 13,015 16,223 

Значения корней µmn производных функции Бесселя )(/ xJm  

n 
m 

1 2 3 

0 3,832 7,016 10,174 

1 1,841 5,331 8,536 

2 3,054 6,705 9,965 

3 4,200 8,017 1,.403 
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            Максимальная крλ  в круглом волноводе у волны типа Н11   

aкрH 41.3
11

=λ ,                                                                                   (6.25) 

а ближайшим к ней типом волны является Е01, для которой  

            aкрE 61.2
01

=λ  .                                                                                (6.26) 

Выражения для составляющих векторов поля в круглом волноводе имеют вид 

волны типа Нmn   

.

02
( ) sin( ) i z

r mE i m H J r m e
r

βωµ γ ϕ
γ

−
⊥

⊥

= ⋅ ⋅ ⋅  

.
/

0 ( ) cos( ) i z
mE i H J r m e β

ϕ
ωµ γ ϕ
γ

−
⊥

⊥

= ⋅ ⋅ ⋅  

0
.

=zE             (6.27) 

.
/

0 ( ) cos( ) i z
r mH i H J r m e ββ γ ϕ

γ
−

⊥
⊥

= − ⋅ ⋅ ⋅  

.

02
( ) sin( ) i z

m

m
H i H J r m e

r
β

ϕ
β γ ϕ
γ

−
⊥

⊥

= ⋅ ⋅ ⋅  

.

0 ( ) cos( ) i z
z mH H J r m e βγ ϕ −

⊥= ⋅ ⋅  

Волны типа mnE   

.
/

0 ( ) cos( ) i z
r mE i E J r m e ββ γ ϕ

γ
−

⊥
⊥

= − ⋅ ⋅ ⋅  

.

02
( ) sin( ) i z

m

m
E i E J r m e

r
β

ϕ
β γ ϕ
γ

−
⊥

⊥

= ⋅ ⋅ ⋅  

.

0 ( ) cos( ) i z
z mE E J r m e βγ ϕ −

⊥= ⋅ ⋅          (6.28) 

.

02
( ) sin( ) i z

r mH i m E J r m e
r

βωε γ ϕ
γ

−
⊥

⊥

= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

.
/

0 ( ) cos( ) i z
mH i E J r m e β

ϕ
ωε γ ϕ
γ

−
⊥

⊥

= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ . 

Нz=0 

Средняя мощность (6.14), переносимая волной Н11 в круглом волноводе  

11

2 2
0

4, 28срH
H

a E
P

Z

π=
⋅

 ,       (6.29) 
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в (6.29) величина Е0  - максимальная амплитуда напряженности электрического 

поля для волны Н11. 

        Мощность, переносимая волной Е01 в круглом волноводе, определяется [2] 

( )
01

22 2 4
0 01 1 01

2
012срE

E

E a J
P

Z

π β ν
ν

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
=

⋅ ⋅
  или  

01

2
00,778

cpE

E
Р

q

πωεβ
⊥

⋅=                     (6.30) 

Из соотношений (6.29),(6.30) находится амплитуда 0E  электрического по-

ля соответствующего типа волны. Например, для волны Е01 она равна 

           ( )01

2
01

0 22 4
01 1 01

2 ср E
E

P Z
E

a J

ν
π β ν

⋅ ⋅
=

⋅ ⋅ ⋅
     .                                (6.31) 

Средняя мощность, переносимая волной Н 01 определяется соотношением 

            
01

2
2 2
0

4
H

cpH
кр

H a Z
Р

π λ
λ

 
=   

 
                                                             (6.32) 

 Постоянные затухания (
м

нп ) для волн в круглом волноводе [2] имеют вид  

01

0

1Е S в
м

R

a W

λα
λ

=  ,                                                                          (6.33а)  

11

2

2
0

1 1

1.841
Н S в
м

кр

R

a W

λ λα
λ λ

  
 = +      

,                                                  (6.33б)     

2
2

2 2
0

1
mnН S в

м

mn кр

R m

a W m

λ λα
λ µ λ

  
 = +   −   

.                                          (6.33в) 

Электрические поля любого типа волн в волноводах  можно использовать 

для нагрева, сушки или сублимации диэлектриков, имеющих конечную удель-

ную проводимость σ . Для этого следует поместить тонкий слой диэлектрика, 

чтобы не изменилось первоначальное поле,  в электрическое поле волны волно-

вода и определить мощность тепловых потерь РТ в нем.  

    [ ]2

Т

Vд

P E dV Втσ= ⋅∫     или   
2

Т д

Vд

P tg E dVωε= ⋅ ∆⋅ ∫       ,                               (6.34)  

где, например, для цилиндрического волновода 222
zr EEEE ++= α , 

 а для прямоугольного           2 2 2
x y zE E E E= + + . 
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Мощность тепловых потерь расходуется на нагрев диэлектрика. Процесс 

сопровождается повышением температуры диэлектрика и возгонкой влаги. 

Чтобы нагреть образец весом m кг на T∆  градусов (от Тн - начальной до Тк - ко-

нечной температуры, т.е. T∆  = Тк - Тн) при его удельной теплоемкости 

Дж

кг К
γ  
 ⋅ 

, необходимо затратить [6] энергии  

                      ][1868.4 ДжTmW ∆⋅⋅⋅= γ  ,                                                        (6.35) 

которая связана с СВЧ мощностью и временем k нt t t∆ = − нагрева выражением 

[ ]Т

W
P Вт

t
=

∆
                                                          (6.36,а) 

Подставляя (6.36) в (6.36а), получаем соотношение, связывающее параметры 

диэлектрика с величиной мощности,  требующейся для его нагрева   

                 [ ]4.1868
Т

m T
P Вт

t

γ⋅ ⋅ ⋅∆=
∆                                                      (6.36,б) 

Можно определить из (5.36,б)  температуру или время разогрева, если что-то 

одно будет известно. 

0 4.1868
[ ], [ ]

4.1868
Т

Т

P m T
T t С или t с

m P

γ
γ

⋅ ⋅ ⋅ ∆∆ = ∆ =
⋅ ⋅

K K .                          (6.37) 

 
6.2 Примеры решения типовых задач 

Задача №1 ( Построение структуры поля) 

В прямоугольном волноводе возбуждена волна типа Н11. Размеры попе-

речного сечения  a  и  b ( рис. 6.1). 

Требуется получить уравнение силовых 

линий электрического поля. 

Решение 

Электромагнитное  поле является век-

торным полем и графически представляется 

линиями векторов HиE
rr

. Выражение векторной линии E
r
  в прямоугольной 

системе координат  имеет вид   

Рис. 6.1 
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x y z

dx dy dz

E E E
= = .                                                 (6.38) 

 Для решаемой задачи проекции векторов электрического поля из (6.1) 

равны                       
y

Hj
Е z

x ∂
∂

−=
2χ
µω ,    

x

Hj
Е z

y ∂
∂

=
2χ
µω ,   Еz=0.                           

(6.39) 

Из (6.38), согласно (6.39), уравнение векторной линии электрического по-

ля волны  Н11    записывается в виде   

               0dyEdxE xy =− .                                                           (6.40) 

Подставляя в (6.40) компоненты из (6.39), получим    

                     0
Hz Hz

dx dy
x y

 ∂ ∂+ = ∂ ∂ 
  .                                                             (6.41) 

Уравнение (6.41) представляет полный дифференциал, т.е. dHz=0 , решение ко-

торого с учетом  (6.18) для волны Н11 должно иметь вид  

 0 cos coszH H x y const C
a b

π π   = = =   
   

  или cos cosx y const C
a b

π π    = =   
   

    (6.42а) 

         или         cos
cos

a C
x arc

y
b

ππ
=

 
 
 

                                                      (6.42б) 

Уравнение (6.42б) являться уравнением линии вектора E
r
 волны Н11, ле-

жащей в плоскости z=const, т.к. оно получается из уравнения силовых линий. 

Как  должно производиться построение силовых линий вектора  E
r
 ?  

Силовая линия соответствует любому определенному значению постоянной 

С, которое может принимать, согласно (6.42а),  величину в пределах  

1 1C− ≤ ≤ .    

Каждому значению  С, взятому в этих пределах, соответствует одна сило-

вая линия электрического поля волны Н11. 

 Найдем линии вектора  E
r
 при некоторых значениях С. 

       I. Пусть С=0. Что представляет собой силовая линия вектора  E
r
 при C = 0? 
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Физически – отсутствие поля Е на этой линии, а 

местоположение точек этого случая находится из 

(6.42а).   Если C = 0, то      cos cos 0x y
a b

π π    =   
   

, 

что имеет место только при   

а).  0
a

x
cos =π , т.е. при  

2

a
x = ;  а  y →   любое зна-

чение в интервале от 0−b, 

   б).   0
b

y
cos =π ,  т.е.   

2

b
y = ;  а  x →любое                             значение в интер-

вале от 0−а. 

   Вывод: Если   С=0,  то векторными линиями будут две взаимно  ортогональ-

ные линии, проходящие через координаты  
2

a
x =  и  

2

b
y =  (рис. 6.2). 

      II.  Пусть C = ±±±±1.   Что представляет собой силовая линия поля  при C = ±1? 

Как следует из (6.42а) при 

           С =1  :    x = 0,   y = 0        и     x=a,  y=b;   

           С = -1:    x =0,    y = b       и    x=a,  y=0. 

Таким образом, при C = ±1 силовые линии поля вырождаются в точки 

(рис.6.2). 

        III.  Пусть значение С будет любым.       Например, C = ±0,2. 

             Тогда из (6.42б) имеем              
0,2

cos
cos

a
x arc

y
b

ππ
±=
 
 
 

 

Изменяя координату  y  в пределах  0 y b≤ ≤ , получим координаты точек  

х,  соответствующие заданной кон-

станте  С.  

Семейство силовых линий поля  

Е волны Н11 на поперечном сечении 

прямоугольного волновода для этого 

случая изображено  на рис. 6.3.  

Рис. 6.2 

Рис. 6.3 
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Следует заметить, что, в силу граничного условия Еτ = 0, силовые линии 

вектора E
r
 в точке соприкосновения со стенками волновода всегда ортогональ-

ны к стенкам. 

Найдите сами силовые линии вектора Е
r
, пользуясь (6.42б), для значений 

С=±0,5; ±0,7; ±0,9. Результаты расчета внесите в таблицу 6.2  (для примера при-

веден расчет при С=0,6) и изобразите их на рисунке поперечного сечения вол-

новода. 

Таблица 6.2 

 

 

В области I константа С (рис.6.3) имеет положительное значение, напри-

мер  С= 0,2, но значение  y не превышает b/2.  

В области II константа С имеет отрицательное значение, например,  

С= - 0,2 , но  0,5·b<у <b, и 0cos cos
y

b

π α=  имеет отрицательные значения,  а  от-

ношение ( )cos /

C

y bπ
 остается положительным. Угол  αо > 90о , поэтому cos (πy/b) 

удобно в этих случаях представлять в виде  cos(1800- α).                                               

С                                      0,6 

0cos cos
y

b

π α=  
1 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 

y
b

πα =0     440 530  

Координата 
180

0b
y

α=  
   0,24b 0,29b  

/ cos( )C y
b

π     0,85   1    

cos( / cos( ))arc C y
b

π =ψ 
   300   00    

Координата  х=(a·ψ)/π    1/6·a   0  
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Если известно расположение силовых 

линий электрического поля волны, то можно 

изобразить линий магнитного поля на попе-

речном сечении волновода. Следует учесть, 

что линии полей E
r

 и H
r

 взаимно ортого-

нальны. Поэтому, зная расположение сило-

вых линий E
r

 (или H
r

), легко  начертить се-

мейство силовых линий H
r

 (или наоборот), сохраняя их ортогональность в каж-

дой точке. На рис. 6.4 представлены поля E
r

 иH
r

 волны типа Н11.   

 

Задача №2  (Поляризация вектора H
r

 волны типа Н10 ) 

В волноводе прямоугольного сечения (рис.6.1) распространяется про-

стейшая волна  Н10.  Требуется определить для этого типа волны:  

а) вид поляризации магнитного поля; 

б) области правой и левой поляризации магнитного поля; 

в) наличие областей линейной и круговой поляризации магнитного поля. 

Решение  Определение вида поляризации 

Пользуясь уравнением (6.18) и полагая m=1, n=0  для волны типа Н10, за-

пишем выражения для мгновенных составляющих магнитного поля Нx   и   Hz  

бегущей волны  

                       
( ) ( )

( ) ( )

0

0

sin sin sin

cos cos cos

x xo

z zo

a x
H H t z H t z

a

x
H H t z H t z

a

β π ω β ω β
π

π ω β ω β

 = − = −    


  = − = −    

,                       (6.43) 

где                    
0 0 sinx

a x
H H

a

β π
π

= - амплитудное значение составляющей Нх, 

                          0 0 cosz

x
H H

a

π=  - амплитудное значение составляющей Нz. 

Из (6.43) видно, что вектор H
r
лежит в плоскости xoz , амплитуды состав-

ляющих магнитного вектора не равны: Нх0 ≠ Нz0, и между составляющими Нх и 

Рис. 6.4 
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Нz, существует сдвиг фазы π/2, так как фазовые члены имеют вид  

( ) ( )ztcos;ztsin β−ωβ−ω . 

Если амплитуды составляющих вектора не равны между собой, а сдвиг 

фаз составляет любую величину, не равную нолю, то поляризация поля эллип-

тическая. Итак, в нашем случае поляризация магнитного поля волны Н10 эллип-

тическая. Можно определить большую и малую полуоси эллипса поляризации 

вектора магнитного поля в произвольной точке внутри волновода. Для этого 

выражения (6.43) представим в виде 

( )
0

sin

sin

xH
t z

a x
H

a

ω β
β π
π

= −
 
  

,       ( )
0

cos

cos

zH
t z

x
H

a

ω β
π

= −
 
  

                  (6.44) 

 Если оба эти уравнения возвести в квадрат и сложить, то получится канониче-

ское уравнение эллипса 

  
2

2

0 sin

xH

a x
H

a

β π
π

+
 
  

 
2

2

0

1

cos

zH

x
H

a

π
=

 
  

, 

оси которого совпадают с осями координат  x  и  z, и в котором большая и малая 

полуоси эллипса имеют вид    

   0 sin
a x

H
a

β π
π

 
  

 = Hх0 -  х- овая полуось,                           (6.44,а) 

       0 cos
x

H
a

π 
  

 = Hz0 -  z- овая полуось.               (6.44,б) 

Из  (6.44,а)  следует, что эллиптичность поляризации в каждой точке плоскости  

х- const зависит от длины волны в волноводе 








λ
π=β
в

2 и ширины волновода  а  .   

Отметим, что вращение вектора  магнитного поля, равного  
0 0

X ZH x H z H= +
r r r

,  

происходит в плоскости XОZ . 

         Определение направления вращения эллиптической поляризации век-

тора Н при х- const.  

Для этого, исследуем знаки  Нхо  и Нzo  в (6.44а), (6.44б) при изменении х 

2/0 ax ≤≤  
axa ≤≤2/  
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0 sin 0xo

a x
H H

a

β π
π

 = >  
 при ax0 ≤≤ ; 0

0
cos

0zo

x
H H

a

π > =   <  
при 

 

Таким образом, можно отметить, что существует в волноводе две области 

Область I:   2/ax0 ≤≤ , Область II: ax2/a ≤≤ , 

Нхо > 0   и   Нzo > 0 Нхо > 0,  а   Нzo < 0 

В каждой из этих областей (рис. 6.5) опреде-

лим направление вращения вектора  H
r

 

(6.44),  при z= const, но при изменении вре-

мени, т.к. поляризация временная характе-

ристика. 

Область I:      ( 2/ax0 ≤≤ ),  z-const  

Сл.1. Пусть время  t = t1;  

фаза (ω t1 -β z) = 0,  тогда  Нх1 = 0; 1 0 cos 0z

x
H H

a

π= > .  (рис.6.6)  

Сл.2. При  t = t2> t1; пусть фаза  (ω t2 -β z) = π/4, т.е. cos 45о=sin45о , 

тогда  2 0

1
sin

2
x

a x
H H

a

β π
π

= ⋅ ;    2 0

1
cos

2
z

x
H H

a

π= ⋅ <. 1zH  (см. рис.6.6) 

 

Рис. 6.6. Область I Рис.  6.7. Область  II 

Суммарный вектор 2H
r

 повернулся относительно 1zH при изменении вре-

мени от t1 до t2.  Если смотреть со стороны оси у, то вращение вектора 

Рис. 6.5 
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H
r
происходит против хода часовой стрелки, что определяет левую поляри-

зацию (рис. 6.6). 

Область II :    ( ax2/a ≤≤ ). 

Сл.1. При t = t1; фаза  (ω t1 - β z) = 0,  Нх1 = 0; 1 0 cosz

x
H H

a

π = −   
<0. 

Сл.2. При  t = t2 > t1;    (ω t2 - β z) = π/4,   2 0

1
sin

2
x

a x
H H

a

β π
π

= ⋅ ; 

2 0

1
cos

2
z

x
H H

a

π = − ⋅  
  Суммируя компоненты , получаем вектор 2H

r
. 

Суммарный вектор 2H
r

 при изменении времени от t1 до t2 повернулся от-

носительно 1zH , имеющего вначале отрицательное значение, по часовой 

стрелке. Направление вращения поляризации  по часовой стрелке говорит о 

том, что это правая поляризация (рис. 6.7). 

Нахождение областей линейной и круговой поляризации 

Когда эллипс поляризации может вырождаться в прямую линию? 

 Только если одна  из его полуосей обращается в ноль. 

Согласно (6.44б), Hz0  - z-овая полуось эллипса обращается в ноль при 

2a

x π=π , т.е. при 
2

a
x = . Вектор H

r
 при 

2

a
x =  оказывается направленным вдоль ко-

ординаты х (линейная поляризация). Если потребовать, чтобы Hх0 - x-вая полу-

ось (6.44а) обращалась в ноль, то это будет возможно при  x = 0  и  х = a. Плос-

кость поляризации, в которой лежит вектор H
r

, тогда направлена вдоль коорди-

наты   z  (рис.  6.8). 

Найдем, где расположены точки, 

на которых эллиптическая поляри-

зация превращается в круговую по-

ляризацию. 

Условием круговой поляризации 

является равенство полу-

осей эллипса:                             

Рис.6.8 
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Нх0 = Нz0., т.е. 0 0cos sin
x a x

H H
a a

π β π
π

   =      
. 

Значения  
a

x
sin

π
 на всем участке  ax0 ≤≤   остаются положительными, 

поэтому следует поставит модуль     cos sin
x a x

a a

π β π
π

= . Это означает, что левой 

части этого уравнения соответствуют два значения х: 

2/ax0 1 ≤≤ ;  0
a

x
cos 1 >π ,   и   2/ 2a x a≤ ≤ ;  0

a

x
cos 2 <π . 

Следовательно,  
a

x
ctg

a 1π=
π

β ;  






 π−π=π−=
π

β
a

x
ctg

a

x
ctg

a 22 . 

Отсюда следует, что существует две плоскости, где наблюдается на волне 

типа Н10 круговая поляризация, и координаты их определяются как 










λπ
=

в

1

a2
arctg

a
x ; 









λπ
−=

в

2

a2
arctg

a
ax                                        (6.45 

Направление вращения круговой поляризации (правая – левая) определяется 

аналогично рассмотренному направ-

лению эллиптической поляризации. 

На рис. 6.9 показан процесс 

преобразования поляризации при z-

const вдоль линии ax0 ≤≤  при изме-

нении времени. 

Можно  качественно показать 

тип поляризации и направление вращения вектора магнитного поля, воспользо-

вавшись только его структурой магнитного поля, перемещающейся вдоль оси 

волновода с фазовой скоростью.  

Пусть в момент времени t1 наблюдатели находятся в точках  А  и  Б (плос-

кость 1-1 на рис. 6.10), задана структура поля, которое с фазовой скоростью Vф 

распространяется по оси z. Через время  t2-t1 плоскость 2-2 переместится к 

плоскости 1-1. В точках А и Б направление вектора H
r

 окажется таким , каким 

оно было в плоскости 2-2  (при х - const) в момент времени t2. 

Рис.6.9 
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Направление вектора магнитного поля в точках наблюдения по мере пе-

ремещения волны будет меняться так, что в точке  А он поворачивается против, 

а в точке  Б  - по движению часовой 

стрелки. 

При х = 0 или x a=   вектор 

H
r

  направлен только вдоль оси z 

(линейная поляризация); при        

x=a/2  вектор  0H x H=
r r , т.е. направ-

лен только по оси х (линейная поля-

ризация). В зависимости от длины 

компонент вектора H
r

, может быть 

получена круговая и эллиптическая 

поляризации. 

 

     Задача №3 (Параметры волны) 

      В прямоугольном волноводе се-

чением  a х  b = 23х10 мм2 , с воздушным заполнением  возбуждаются  колеба-

ния с частотой  f = 15ГГц. 

Определить, какие типы волн могут распространяться в волноводе, их 

длины волн, фазовые и групповые скорости и волновое сопротивление? 

Решение 

Условие распространения волн (6.7) имеет, в нашем случае, 

вид   λλλλ0 < λλλλкр , 

Согласно (6.19), для  прямоугольного волновода 

                            
22 )()(

2
,

b

n

a

m
mnmn EH

кр

+
=λ ,   

m = 0,1,2,…;   n = 0,1,2, …. – для волн типа Нmn,; 

            и       m = 1,2,…;   n = 1,2,3, …. – для волн типа Еmn. 

Рис.6.10 
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Определяя критические длины волн  для разных типов волн и проверяя  

выполнение неравенства, мы выясним какие типы волн будут распространяться 

в волноводе.  

Для заданной частоты f , найдем λ0.    

         λ0=c/f = 3⋅1010/ 15⋅109 = 2 см.    

22
22 )3,2(

6,4

)
0,1

()
3,2

(

2

nmnm
кр

+
=

+
=λ                                                         (6.46) 

Изменять в (6.46) следует индексы m и  n , от малых значений до тех пор 

пока неравенство λ0 < λкр  перестает иметь место. Заметим,  чем меньше индек-

сы  m  и  n, тем больше длины критических волн при неизменных  a  и  b. Дан-

ные расчета заносим в таблицу 6.3. 

  Таблица 6.3 

m n λкр [см] 
Условие распространения  

2 см <  λλλλкрmn  выполняются ? 

Для какого типа вол-

ны 

1 0 4,6 Да Н10 

2 0 2,3 Да Н20 

3 0 1,53 Нет Н30 

0 1 2,0  Нет Н01 

1 1 1,84 Нет Н11, Е11 

2 1 1,016 Далее все типы волн не рас-

пространяются 

Диаграмма типов 

волн приведена ниже 

Вывод: в волноводе, заданного сечения, на частоте  15 ГГц  могут рас-

пространяться только два типа волны  Н10 и Н20.  

Определим для распространяющихся типов волн основные параметры: 

длину волны в волноводе (λВ), фазовую ( vф) и групповую (vгр) скорости и вол-

новое сопротивление (ZВ), используя формулы (6.8 − 6.13). но сначала найдем 

коэффициенты дисперсии  КdНmn (6.5), которым определяются основные пара-

метры волны. Для  распространяющихся волн коэффициенты дисперсии равны 
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22

10

2
1 1 0,90

2 4,6d HК
a

λ   = − = − =   
   

, 

2 2

20

2
1 1 0,49

2,3d HК
a

λ   = − = − =   
  

. 

Результаты расчетов параметров внесем в таблицу 6.4. 

 Таблица 6.4 

Тип 

волны 
Кd 

Bλ  

(см) 

Vф, 

м/c 

Vгр, 

м/c 

ZВ, 

Ом 

,
2

Bλ
πβ =

см

рад

 

Н10 0,9 2,22 3,3⋅108 2,7⋅108 419 2,823 

H20 0,49 4,08 6,12⋅108 1,47⋅108   769,4 1,539 

Что происходит с параметрами волн в случае крλ>λ ? 

Коэффициент дисперсии оказывается – мнимым: 

2 2

1 1d
кр кр

К i i
λ λ ξ

λ λ
   

= − = − =      
   

.  Так как здесь 1

2

кр

−










λ
λ=ξ   - чисто вещест-

венная величина, длина волны в волноводе в i

λλ
ξ

=   - величина мнимая, фазовая 

постоянная распространения приобретает вид 2
;

iπ ξβ
λ

= и влияет на фазовый 

член 
2 2

( )
i z

i z
i ze e e

π ξ π ξ
β λ λ

−
= = , который становится действительной величиной. 

Вывод: в случае крλ>λ  понятие длина волны, фазовая и групповая скоро-

сти теряют смысл, волновой процесс отсутствует, идет затухание поля по 

экспоненте.  

 

Задача №4 (Применение волноводов для определения ε ) 

Прямоугольный волновод заполнен диэлектриком. На частоте колебаний  

10 ГГц и типе волны Н10 фазовая скорость оказалась равной 0,5 от скорости 

света в свободном пространстве. Определить относительную диэлектрическую 

проницаемость наполнителя εr, если сечение волновода  23 х 10 мм2. 
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Решение 

Воспользуемся соотношением, связывающим продольное волновое число 

(β) с волновым числом в среде  (kε) и поперечным волновым числом (γ┴). 

  
2 2
0 rkβ ε γ ⊥= − ;                                               (6.47) 

где                     2
;

В фV

π ωβ
λ

= = 0

2 2
;

к р

k
π πγ

λ λ⊥= = .   

Из  (6.47) получаем выражение фазовой скорости в волноводе, заполнен-

ном диэлектриком    
2

0,5ф

r

c
v c

кр

λε
λ

= = ⋅
 

−  
 

. Откуда        
2 2

2

4 кр

r
кр

λ λ
ε

λ
+ ⋅

= .      (6.48) 

Величины                см6,4210 == аНкрλ .        
f

с=λ =3 см.  

Подставляя в (6.48) найденные величины длин волн, получим        

9 4 21,16
4,425

21,16rε + ⋅= = . 

Задача № 5 (Затухание волны) 

Определить затухание волны типа Н10 в отрезке прямоугольного медного  

волновода сечением 23 х 10  мм2,  длиной  2 м на частоте 8 ГГц. 

Решение 

Потери (L) в линии (в дБ) длиной l определяются  соотношением 

10lg 20 lg ,вхвх

вых вых

EP
L

Р Е
= = дБ                                                 (6.49) 

где     вхЕ - величина напряженности поля вначале отрезка (l=0), 

выхЕ - величина напряженности поля на выходе отрезка (l=2м). 

Так как                                   
l

вхвых еЕE α−= .                                         (6.50) 

Из (6.49) с учетом (6.50) получим  

  20 ( ) 8,68lL lg e lα α= = ⋅ ,                             (6.51) 
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согласно (6.22), коэффициент потерь (Нп/м) в стенках волновода равен 

2

10 2

0
0

2
1

2

1 2

S

H

b
R

a a

W b a

λ

α
λ

  ⋅ +  
   =
 ⋅ ⋅ −  
 

, 

параметры медных стенок     µсТ=4π⋅10-7  Гн/м;     σCu=5,8⋅107  См/м.  

Определяем величины  RS и αm
H10 

  
9 7

2
7

2 8 10 4 10
2,33 10

2 2 5,8 10
cT

SR
ω µ π π

σ

−
−⋅ ⋅ ⋅ ⋅= = = ⋅

⋅ ⋅
,  Ом . 

10

2

2

2

20 3,75
2,33 10 1

23 4,6
0,017

3,75
377 0,01 1

4,6

H
mα

−
  ⋅ +  

   = =
 ⋅ −  
 

Нп/м . 

 

Ответ:  Потери мощности в волноводе длиной 2 м, согласно  (6.51), со-

ставят           3,02017,068,8 =⋅⋅=L  дБ. 

Задача № 6 (Плотность потока мощности) 

По прямоугольному волноводу сечением  а х b = 23 х 10 мм2 на волне ти-

па  Н10 передается мощность  15 Вт на частоте  10 ГГц. Определить  среднюю 

плотность потока мощности в точке  x= a/2, y=b/2. 

Решение 

Средняя мощность, переносимая волной  по волноводу (6.21) с учетом 

(6.5) и (6.11), определяется выражением 

2
20
0

0

1 2

4

ab Ea
P

W

λ − ⋅ 
 =  ,                                                   (6.52) 

Из (6.52) находится величина  Е0, затем определяется амплитуда поля Еу 

для любой точки сечения       
a

x
EEy

π
sin0= . 
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Среднюю по времени плотность потока  мощности  рср найдем из 

соотношения     
22 2

* 01 1 1
Re sin

2 2 2
y

ср y x
H H

E E x
p E H

Z Z a

π = ⋅ = =  
 

,   

где      
2

0

1y y
x

H

E E
H

Z W кр

λ
λ

∗ ∗
∗  

= = −  
 

. 

Окончательно средняя по времени плотность потока мощности в задан-

ной точке сечения волновода определяется       

( )2 2

20

2
0

sin 4 1
2

sin
2 1 ( )

ср

кр

x
W P

кр P xa
р

ab aW ab

π λ
λ π

λ
λ

  ⋅ ⋅ −    = =  
 ⋅ ⋅ −

. 

Откуда для  точки x= a/2, y=b/2           4 22 15
13,0 10 /

0,01 0,023срр Вт м
⋅= = ⋅
⋅

   

Вывод. Средняя плотность потока мощности в каждой точке х,у попереч-

ного сечения волновода  будет различная величина. 

Задача № 7 (Параметры волн при разных средах) 

В прямоугольном медном волноводе с воздушным заполнением ( 1rε = ) 

и сечением 26.185.2 ×=× ba  см2 распространяется волна типа Н10.  

Определить волновое сопротивление и коэффициент затухания волны в 

волноводе на частоте  f=7500 МГц. Во сколько раз увеличится коэффициент за-

тухания при заполнении волновода ситаллом ( 5,5rε = )? 

Решение 

По формулам (6.11) и (6.22) с учетом (6.5) находим волновое сопротив-

ление и коэффициент затухания волны в волноводе на заданном типе волны 
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При заполнении волновода ситаллом коэффициент затухания 
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мдб /1.1≈ ,   

т.е. почти в 1,4 раза коэффициент затухания  возрастает. 

Задача № 8 (Определение геометрии волноводов) 

 Определить размеры волновода, по которому на частоте f = 2450МГц 

должна поступать мощность от генератора к камере СВЧ печи на основном  ти-

пе волны. Определить максимальную величину поля Е в волноводе, если гене-

ратор СВЧ печи выдает мощность 1кВт. 

 Решение   

 Размеры волновода а×b следует определить для распространения основ-

ной волны H10. Условия распространения этой волны запишутся в виде 

  
10крH020крH λ<λ<λ   и 010крH λ<λ                    (6.53) 

 Учитывая (6.20) ,  определим b2,a,а2
01крH20крH10крH =λ=λ=λ .  

 Тогда условия (6.53) будут выполняться, если  размеры удовлетворить 

неравенствам    0 0;
2 2

а а b
λ λλ< < < < .  

  Возьмем, например, λ=λ= 4,0b;7,0а . А так как длина волны генератора 

см245,12
f

с ==λ , то получаются размеры волновода а = 8,57см; b = 4,9см.  
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 Амплитуда поля Е в волноводе на волне типа H10 определяется из (6.52) 
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  Замечание: величина поля Е  не превышает пробивного напряжения 30кВ/см, 

при необходимости высота волновода в может быть уменьшена. 

  

6.3  Задачи для самостоятельного решения 

6.1. Определить мощность, переносимую волной типа Н10, в стандартном пря-

моугольном волноводе, имеющем поперечное сечение 2,286 x 1,016 см2 если 

амплитудное значение напряженности электрического поля  Emax =  = 105   В/м.  

Во всем ли диапазоне допустимых для распространения частот можно сохра-

нить эту мощность без пробоя? 

Ответ: В зависимости от частоты переносимая мощность  

меняется от 1 кВт (при λmin) до 0,5 кВт (при λmax).  

6.2. При изготовлении направленного фазовращателя в прямоугольный 

волновод ставится тонкая ферритовая пластина параллельно боковой стенке 

в том месте, где магнитное поле волны Н10  имеет  круговую поляризацию.  На 

каком расстоянии от боковой стенки волновода следует установить ферри-

товую пластинку в волноводе с размерами поперечного сечения 28,5 x 12,6 см2 

при рабочей частоте 9,1 ГГц? 

Ответ: на расстоянии 8,67 мм от боковой стенки. 

6.3. Определите с какой частоты начинается запредельный режим (пре-

кращается распространение волны) в волноводе прямоугольного  сечения  72 х 

34 мм2 для основного типа волны. 

Ответ: при   f < 2,083 ГГц. 

6.4. В прямоугольном волноводе максимальное значение поперечной со-

ставляющей тока проводимости  для волны  Н10 равно   j0x=1 A/м.  
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Чему будет равняться напряженность продольной составляющей магнит-

ного поля в точках  х =а/4;  y =b/2 и   x = 3a/4;  y=b/2? 

Ответ: Нz=0,705  А/м. 

6.5. Отношение волновых  сопротивлений волны Н11 и Е11 равно 2. На ка-

кой длине волны, выраженной в критических длинах волн, это возможно? 

Ответ: крλλ 5,0= . 

6.6. Величина напряженности электрического поля волны Н10 в точке  x=a/2;  

y=b/2 равна Еy = 20 В/м. Определить максимальное значение плотности тока 

смещения в волноводе, если рабочая частота  колебаний  f = 9 ГГц, волновод 

заполнен воздухом. 

Ответ:  jmax = 14, 145 A/м. 

6.7. В волноводе сечением  23 х 10 мм2 распространяется волна типа Н10, на 

частоте 10 ГГц. Как изменится волновое сопротивление волновода, если длину 

волны увеличить на  25%. 

Ответ:  31,1
1

2 =
W

W

z

z
. 

6.8. На частоте f = 10 ГГц затухание волны в волноводе, поперечное сече-

ние которого  23 х 10 мм2 по справочнику равно 0,25 дБ/м. На каком расстоя-

нии вдоль направления распространения волны величина поля  Е уменьшится 

на  20%? 

Ответ:  l = 19,2см.  

6.9. Напряженность электрического поля волны Н10 в точке x=a/3, y=0 

равна Ey=18  B/м. Чему равна плотность поверхностного заряда в средине (при 

а/2) широкой стенки волновода, заполненного воздухом? 

Ответ:  ξ = 0,184⋅10-9 Кл/м2. 

6.10. Чему равна относительная диэлектрическая проницаемость среды, 

заполняющей волновод, если длина волны λВ  в волноводе на основном типе 

волны  равна длине волны в свободном пространстве? 

Ответ: εr = 1+ (λ / λкр)
2. 
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6.11. Средняя плотность потока мощности в точке  x = a/3, y = b/2 для 

волны Н10 равна  рср= 500  Вт/м2. Волновое сопротивление волновода       ZН = 

500 Ом. Найти максимальную напряженность магнитного поля поперечной со-

ставляющей. 

Ответ:  
3

8=xmH    A/м. 

6.12. Изобразите для прямоугольного волновода структуру поля волн ти-

па Н20 , Н11, Е11  и ответьте, в каких точках поперечного сечения напряженность 

электрического поля всегда равна нолю?          

Ответ: при волне типа Н20 на боковых стенках и на линии раздела стенки 

а пополам;  при волне типа Н11 - в углах и центральном сечении; при вол-

не типа Е11 – в углах волновода.  

6.13.  В прямоугольном волноводе распространяется волна типа Н10. Най-

ти ширину волновода, если известно, что длина волны в волноводе при λ0=10см 

в четыре раза короче длины волны в волноводе при λ0=20см. 

Ответ:  11,18 см. 

6.14.Амплитудное значение напряженности электрического поля при 

волне типа Н10 в прямоугольном волноводе сечением 50 х 25 мм2 составляет 105 

В/м на частоте  7,5·109 ГГц. Определить величину амплитуды тока смещения.  

Ответ:   9,22 А. 

6.15. В каком отношении находятся волновые сопротивления волн E11 и 

H11 прямоугольного волновода при длине волны генератора, равной половине 

критической длины волны ( 0 2
КРλλ = )? 

Ответ:  
1111 4

3
HE WW =  

          6.16. В  круглом волноводе диаметром 5см, заполненном диэлектриком, 

распространяется  волна основного типа Н11. Частота колебаний 3ГГц. Опреде-

лить диэлектрическую проницаемость вещества, заполняющего волновод, если 

фазовая скорость волны в волноводе равна скорости света в свободном про-

странстве. 
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Ответ:  2.37rε =  

 6.17. В прямоугольном волноводе сечением  86 х 43 мм2 распространяет-

ся волна типа Н10 с частотой 2,45 ГГц и мощностью 1,5 кВт.. В максимум поля 

Е поместили листовой диэлектрик – стекло, размеры которого  а · в · с=5 · 43 · 

500, мм3 , вес 500г и электродинамические параметры    εr =5,2;    tg δ=0,01;  

γ=0,84 Дж/(г·К).  На сколько градусов нагреется стекло за 10минут пребывания 

в волноводе?  

Ответ:   ∆Т= 0,20С 

6.18. (Задача повышенной сложности). В круглом секционированном 

волноводе, выполненном из меди и заполненном  воздухом, распространяется 

волна Н01 на частоте 10ГГц.  Определить: радиус волновода;   основные пара-

метры волны  вλ , Фϑ , .грϑ ,Z w ,P .ПР , P .доп , 
01Hα ; максимальную величину продольного 

магнитного поля; амплитудное значение поверхностной плотности тока, иска-

жение передаваемого по волноводу импульса 10нсτ = на одном метре длины 

волновода; Получить уравнения векторных линий и изобразить структуру поля.  

Ответ:  .2.2 сма = ; =Λ В 5см ; ZW =200 [ ];Омπ  ZW =200 [ ]Омπ ; Н Z0 =4.23А/м; 

Sj = 4.23А/м; 01Н

мα =0.03 мдб / ; 
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6.19. Определить диапазон частот, в пределах которого в круглом волно-

воде радиуса 2мм может распространяться только основной тип волны. 

 Ответ:  2,2 ÷ 2.85.ГГц. 

 6.20. В круглом волноводе радиуса  a=6 см , предназначенном для СВЧ 

разогрева диэлектриков, распространяется волна типа Е01. Частота колебаний  

2,45 ГГц, передаваемая по волноводу мощность 2 кВт.  

Определить максимальное значение продольной напряженности  элек-

трического поля. 

Ответ: ЕZmax = 136 В/м. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ  1.  ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОГО АНАЛИЗА 

• Определение поля. Полем называется область пространства, в каждой 

точке которого определена некоторая величина. Если это скалярная величина – 

то поле называется скалярным, если векторная – то векторным. Примеры ска-

лярных полей : поля температуры в пределах комнаты, давления в околоземном 

пространстве, потенциала в заряженном конденсаторе. Примеры векторных по-

лей : поле скоростей движения воды в некотором участке реки, поле напряжен-

ности электрического поля в конденсаторе и т.п. Векторный анализ –

используется при исследовании векторных и скалярных полей методами диф-

ференциального и интегрального исчисления. 

• Системы координат. Каждая точка векторного или скалярного поля оп-

ределяется в пространстве своими координатами. Помимо прямоугольных (де-

картовых) координат в электродинамике широко используются криволинейные 

координаты : цилиндрические и сферические (рис. П1.1). Положение точки  оп-

ределяется координатами x.y,z- в прямоугольной, r,α,z – в цилиндрической, r,θ,α 

–в сферической  системах. Угол θ в сферической системе отсчитывается от оси 

z, а угол α в цилиндрической и сферической системах - от оси х до проекции 

точки наблюдения на плоскость хоу. Координата r в цилиндрической системе 

равна расстоянию от точки наблюдения до оси z, а в сферической – до начала 

координат. Координата r в сферической  системе координат называется также 

радиусом – вектором точки наблюдения. На рисунке П.1 показаны также еди-

Рис. П1.1 
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ничные вектора (орты) в каждой системе координат. Их направление соответ-

ствует направлению возрастания соответствующей координаты при неизмен-

ных других. Это орты ( ),, 000 zyx
rrr

 - в прямоугольной системе, ( ),, 000 zr
rrr α  - в 

цилиндрической и ( ),, 000 αθ rrr
r  - в сферической. Порядок перечисления ортов не 

является случайным, а соответствует правовинтовой системе координат. В ней 

направления ортов соответствуют направлению большого, указательного и 

среднего  пальцев правой руки, если им придать взаимно ортогональное на-

правление. В правовинтовой системе каждый орт может быть выражен через 

векторное произведение двух других. Например [ ]000 zyx
rrr = , [ ]000 xzy

rrr =  и т.д. 

При этом не должен нарушаться порядок следования координат при их цикли-

ческой перестановке. 

Связь между координатами в прямоугольной и цилиндрической систе-

мах определяется формулами      

       αcosrx = ,   αsinry = , zz = ,                                  (П1.1) 

 между прямоугольными   и сферическими координатами - -формулами 

θα sincosrx = ,    θα sinsinry = ,  θcosrz = .            (П1.2) 

 Элемент длины ld
r
в рассмотренных  системах координат имеет вид  

dzzdyydxxld 000 rrrr
++=  - в прямоугольной, 

dzzrddrrld 000 rrrr
++= αα   -в цилиндрической 

αθαθθ drrddrrld )sin(000 rrrr
++=  -в сферической  (П1.3 

 В этих выражениях коэффициенты при ортах определяют длины отрез-

ков, соответствующие приращению данной координаты. Так, в сферической 

системе при изменении координаты точки наблюдения θ на θ+dθ, точка смеща-

ется по дуге с радиусом r на расстояние r dθ. Коэффициенты, связывающие 

приращение длины и соответствующей координаты называются коэффициен-

тами Ламэ. В прямоугольной системе они равны  (1,1,1), в цилиндрической – 

(1,r,1), в сферической – (1, r,r·sinθ). С помощью коэффициентов Ламэ можно 
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определить элементы поверхности и объема в нужной системе координат. На-

пример, дифференциал (элемент) поверхности сферы равен  

αθθαθθαθ ddrdrrddldldS )sin()sin( 2 ⋅=⋅=⋅=   (П1.4) 

Элемент объема в сферической системе координат 

αθθαθ ddrdrdldldldV r )sin(2 ⋅=⋅⋅= . 

• Сведения из векторной алгебры. Напомним некоторые формулы, ис-

пользуемые при работе с векторами. Пусть  cba
rrr

,,  некоторые векторы, задан-

ные своими проекциями на оси х,у,z. Скалярное произведение векторов есть 

скаляр, который вычисляется по следующим правилам   

zzyyxx bababababa ++=⋅⋅=⋅ )cos(α
rr

,            (П1.5) 

где α угол между векторами  a
r

 и b
r

. 

• Векторное произведение двух векторов есть вектор перпендикулярный 

исходным, направленный в сторону движения  правого винта, если вращать от 

первого вектора ко второму по наименьшему углу. Величина векторного про-

изведения определяется так [ ] )sin(α⋅=⋅ abba
rr

. 

Проекции векторного произведения выражаются через проекции векторов 

ba
rr

 и следующим образом 

[ ] )()()(

       

      

   
000

0  00

xyyxzxxzyzzy

zyx

zyx babazbabaybabax

bbb

aaa

zyx

ba −+−+−==⋅ rrr

rrr

rr
    (П1.6) 

Двойное векторное произведение может быть вычислено как 

     [ ][ ] )()( baccabcba
rrrrrr −=⋅⋅    (П1.7) 

Для смешанного произведения существует правило перестановки 

[ ] [ ] [ ]acbbaccba
rrrrrrrrr ⋅=⋅⋅=⋅⋅       (П1.8) 

• Скалярное поле. Градиент. Характеристикой скалярного поля яв-

ляются поверхности уровня, на которых значение поля остается постоянным. 

Например, это поверхности в комнате, на которых температура воздуха одина-
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кова, сферические поверхности вокруг точечного заряда, на которых постоянен 

электростатический потенциал. Градиентом  скалярной функции  ϕ в точке М 

называется вектор, направление которого соответствует наибольшему возрас-

танию функции ϕ, а величина градиента равна  скорости изменения ϕ в этом 

направлении 

 on
n

Mgrad
r

∂
∂= ϕϕ )( ,                                            (П1.9) 

где 0n
r

 - единичный вектор нормали к поверхности уровня в данной точ-

ке, направленный в сторону возрастания функции. 

Выражения  градиента в различных системах координат имеют вид:   
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∂
∂=

)sin(
),,(

),,(

,),,(

00
0

0
0

0
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rrr
rrgrad

z
z

rr
rzrgrad

z
z

y
y

x
xzyxgrad

rr
r

r
r

r

rrr

  (П1.10) 

Как видно, в эти выражения входят соответствующие коэффициенты Ла-

мэ.  Зная градиент функции можно определить производную по любому на-

правлению как проекцию градиента на это направление. 

   0lgrad
l

r
r ⋅=

∂
∂ ϕϕ

      (П1.11) 

Перечислим некоторые свойства градиента 

graduuFuFgrad

gradgradgrad

gradgradgrad

)())((

;)(

;)(

=
+=
+=+

ψϕϕψϕψ
ψϕψϕ

         (П1.12) 

• Векторное поле. Силовые линии. Векторной или силовой линией век-

торного поля называется линия, касательная к которой в каждой точке совпада-

ет с направлением вектора в этой точке. Например, радиальные силовые линии, 

исходящие из точечного заряда, или силовые линии магнитного поля провод-

ника с током в виде концентрических окружностей. Необходимо помнить, что 

силовая линия характеризует не величину вектора, а только его направление в 
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данной точке. Величина вектора (интенсивность векторного поля) обычно ха-

рактеризуют густотой силовых линий. 

 Согласно определению силовой линии, элемент касательной к ней парал-

лелен  вектору a
r
в каждой точке, У параллельных векторов проекции пропор-

циональны. Это приводит к следующим уравнениям для силовых линий  

zyx a

dz

a

dy

a

dx == ,        
zr a

dz

a

rd

a

dr ==
α

α
,        

αθ

αθθ
a

dr

a

rd

a

dr

r

)sin(==   (П1.13) 

Каждое из этих уравнений распадается на систему из двух дифференци-

альных уравнений, интегрирование которых приводит к уравнению силовой 

линии. 

Пример П1. 1. Найти векторную линию магнитного поля проводника с 

током   02
α

π
rr

r

I
H = ,  здесь r- расстояние от оси провода до точки М, I – ток в 

проводе. Выразим в цилиндрической системе координат орт 0αr через орты по 

осям z и r [ ] [ ]
r

rz
rz

rr
rrr ,

, 0
000 ==α .  Вектор yyxxr 00

rrr += , х и у- координаты точки 

наблюдения. 

Раскрывая векторное произведение, получим [ ] 00

000

0

0

100, yxxy

yx

zyx

rz
rr

rrr

rr +−== . 

Следовательно, 00

22
yx

r

I
xy

r

I
H

rrr

ππ
+−= . 

Дифференциальное уравнение векторных линий  запишется как:  
0

dz

x

dy

y

dx
==− ,   

откуда     222 Ryx =+ ,   и      cz = . 

Т.е. векторные линии в данном случае являются окружностями с центром 

на оси z. Конечно, эту задачу можно решить и в цилиндрической системе коор-

динат. Предлагается это сделать самостоятельно. 

• Поток векторного поля. Потоком векторного поля a
r

 через по-

верхность S называется поверхностный интеграл по поверхности S от скалярно-
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го произведения вектора a
r

 на вектор - площадку dSnSd 0r
r

= . Здесь 0n
r
нормаль к 

площадке dS. Направление нормали задается по условию задачи.   

                                            ∫ ∫==
S S

ndSaSda
rrφ .                                         (П1.14) 

В случае замкнутой поверхности нормаль всегда должна быть внешней.  

Свойства потока: 

1) Поток меняет свой знак с изменением направления нормали  

2) Поток векторного поля через несколько гладких частей поверхности ра-

вен сумме потоков вектора a
r  через каждую поверхность  

∑∫
=

=
m

i S

Sda
1

rrφ     .                   (П1.15)  

Пример П1.2. Определить поток вектора 0xa
rr =  через площадку перпен-

дикулярную оси х, имеющую форму прямоугольника 

со сторонами равными 1 и 2. (рис. П1.2).  

Решение. Согласно формуле   (П1.14) 

∫ ∫ ∫ ====
S S S

dSxxdSnaSda 2)( 000
rrrrrrφ . 

 При изменении направления, нормали на проти-

воположное поток меняет знак 2−=φ . 

Пример П1.3.  Вычислить поток радиус- 

вектора через замкнутую поверхность цилиндра 

радиуса R и высотой h (см. рис. П1.3). 

Решение. Искомый поток   

321 φφφφ ++= ,  где 321 ,, φφφ -потоки через по-

верхности   321 ,, SSS .Оценим поток через боко-

вую поверхность S1. На ней радиус-вектор равен 

zzRrr 00 rrr +=  . Элемент dSrSd 0r
r

= . Следова-

тельно: 

Рис. П1.2 

Рис. П1.3 
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hRRhRdSrzzRrsdr

S S

2

1 1

000
1 22)(

1 1

ππφ ==+== ∫ ∫
rrrrr , 

000

2

3 =−= ∫ dSzrr

S

rrφ ,   ,0.. 00 =zrкт
rr

 

2000

3

2 )( RhdSzhzrr

S

πφ =+= ∫
rrr

 

. Искомый поток hR2
31 3πφφφ =+= . 

 

• Дивергенция векторного поля.  Под дивергенцией вектора a
r

 в 

точке М  понимают предел отношения потока вектора a
r
через замкнутую по-

верхность вокруг т. М к объему, находящемуся внутри этой поверхности при 

стремлении  объема к нулю 

V

sda
Madiv V ∆

= ∫
→∆

rr
r

0lim)(  .                                 (П1.16) 

Это определение поясняет физический смысл дивергенции, как объем-

ной плотности потока вектора   a
r

 в точке M. 

Точка М, в которой 0>adiv
r

 называется источником. Если 0<adiv
r

 

точка М является стоком. Формула (П1.16)  дает инвариантное определение ди-

вергенции и, как из неё следует,  дивергенция есть скалярная функция точек 

пространства. 

Выражения  дивергенции в трех  системах координат имеют вид  

αθθ
θ

θ

α

αθ

α

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂

+
∂

∂
=

a

r

a

rr

ar

r
adiv

z
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rr

ra

r
adiv

z

a

y

a

x

a
adiv

r

zr

zyx

)sin(

1))sin((

)sin(

1)(1

1)(1

2

2

r

r

r

 (П1.17) 

Свойства дивергенции: 

2121 )( adivadivaadiv
rrrr +=+  aCdivadivC

rr =  
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ϕϕϕ gradaadivadiv
rrr +=)(  

[ ] rotbarotababdiv ⋅−⋅=           (П1.17) 

 

Пример П1.3.  Вычислить rdiv
r

 в прямоугольной и сферической сис-

темах координат, где r
r

- радиус вектор, определяемый по формуле   

zzyyxxr 000 rrrr ++= .                                  (П1.18) 

Тогда, согласно (П1.17)    3=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

z

z

y

y

x

x
rdiv
r . 

Представим радиус вектор как rrr 0rr = . Тогда в формуле П1.17 для сфе-

рических координат проекция rar =  и  3
)(1 2

2
=

∂
⋅∂=

r

rr

r
rdiv
r

 

Из данных примеров следует, что вычисление дивергенции  не зависит 

от выбора системы координат. 

Пример П1.4.  Вычислить div  от произведения rzyx2
r

, где  r
r

- радиус 

вектор.  

Используя  третье выражение (П1.17), получим  для заданного условия 

)xyz2(gradrdivrxyz2)rxyz2(div ⋅+⋅= rr
.  И далее, решая каждое слагаемое, πпо-

лучим, что    xyz12)rxyz2(div =r
. 

• Теорема Остроградского – Гаусса. Поток вектора a
r

 через замк-

нутую поверхность S равен интегралу от дивергенции этого вектора, взятого по 

объему V, ограниченному этой поверхностью 

∫ ∫=
s v

dvadivSda .
rrr

                               (П1.19) 

 Пример П1.5 Решить задачу примера П1.3 с помощью теоремы Остро-

градского – Гаусса.  

Решение. Как следует из предыдущих примеров дивергенция радиуса –вектора 

равна 3. Поэтому интеграл в правой части (П1.19) будет равен 3V =3·πR2h, где 

V – объем цилиндра. Как видно, вычисление потока с помощью теоремы Остро-

градского – Гаусса значительно упростило решение задачи. Этот вывод спра-
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ведлив для большинства встречающихся задач вычисления потока, но, конечно, 

только для замкнутых поверхностей. 

• Циркуляция вектора.  Циркуляцией вектора a
r

 по замкнутому-

контуру L называется криволинейный интеграл вида 

∫=
L

ldaЦ
rr

                                          (П1.23) 

Элемент ld
r

 направлен по касательной в каждой точке контура L Направ-

ление элемента ld
r

 указывает направление обхода контура 

при интегрировании. 

Пример П1.6.  Вычислить циркуляцию векторного 

поля 
ooRa θαα
rrr ⋅+⋅= sin5 по контуру  L  - окружности  

с радиусом  R=1 (рис. П1.4). Направление обхода контура  - в 

положительном направлении сферической координаты ά.  

Решение. Определим αααθαα dRdRRlda 2000 )sin5( =⋅⋅+=⋅ rrrrr
 

При интегрировании по окружности угол ά изменяется от 0 до 2π. В результате 

получим Ц=2πR2. 

• Ротор векторного поля. Теорема Стокса. 

Ротором вектора a
r

  в точке М называется вектор равный пределу отношения 

следующего вида 

[ ]
V

Sda

Marot S
V ∆

⋅
=

∫
→∆

rr

r
0lim)(       (П1.21) 

На практике чаще определяют ротор как предел отношения циркуляции по кон-

туру в окрестности точки М к площади контура, при стремлении площади к ну-

лю. При этом определяется не сам ротор как вектор, а его проекция на нормаль 

к контуру.  

S

lda

Marot L
Sn ∆

⋅
=

∫
→∆

rr

r
0lim)(     (П1.22) 

Рис. П1.4 
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 Нормаль к контуру связана с направлением обхода контура правилом правого 

винта, когда нормаль направлена в сторону движения винта, если сам винт 

вращается в направлении обхода контура.  

Выражения для ротора в различных системах координат обычно представляют 

в виде определителей 

zyx aaa
zyx

zyx

arot
∂
∂

∂
∂

∂
∂=

000 rrr

r
  в прямоугольной системе координат,   (П1.23) 

zr aara
zr

r

z

r

r

arot

α
α

α

∂
∂

∂
∂

∂
∂=

0
0

0 r
r

r

r
 - в цилиндрической системе координат,  (П1.24) 

αθ θ
αθ

α
θ

θ
θ

arara
r

rrr

r

arot

r ⋅
∂
∂

∂
∂

∂
∂=

sin

sinsin

00

2

0 rrr

r
 в сферической системе координат  (П1.25) 

Раскрываются эти определители по первой строке, как показано в фор-

муле П1.6. 

Теорема Стокса утверждает, что циркуляция вектора по замкнутому 

контуру L равна потоку ротора от этого вектора через поверхность S опираю-

щуюся на этот контур. 

∫ ∫ ⋅=⋅
L S

Sdarotlda
rrrr

     (П1.26) 

Как следует из теоремы Стокса  модуль вектора arot
r

 является плотно-

стью циркуляции. 

Свойства ротора: 

1. brotarotbarot
rrrr ±=± )( .2. aCrotarotC

rr =  

(П1.27) 
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2. [ ]agradarotarot
rr ⋅+⋅= ϕϕϕ )( . 

3.. aadivgradarotrot
rrr 2)( ∇−=  

Пример П1.7.   Вычислить циркуляцию вектора 0202 yxxya
rrr +−=  по 

контуру L – прямоугольному треугольнику, лежа-

щему в плоскости хоу. Длины катетов равны 

1.(рис. П1.5).  

 

Решение.  Воспользуемся теоремой Стокса 

и определим ротор вектора 

)22(
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000

yxz
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−
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∂
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∂
∂= r

rrr
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Вычислим далее интеграл по площади треугольника 

∫ ∫ ∫ ∫
−

=−=
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1
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0

1

0

1

0

2
2

3/2)1()1(
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y

dyydyyy
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dxdyyx  . 

    Ответ: циркуляция равна 2/3. 

Пример П1.8.  Найти ротор вектора     ( )xyyx
R

I
H 0022

rr +−=
π

. 

R

I
zz

R2

I2

0xy
zyx

zyx

R2

I
Hrot 00

2

000

2 π
=

π
=

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂

π
= rr

rrr

r
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• Оператор Гамильтона (набла) 

В прямоугольной системе координат все введенные выше операторы 

(градиента, дивергенции и ротора) могут быть выражены через один символи-

ческий векторный оператор Гамильтона ∇ (читается «набла») 

ooo z
z

y
y

x
x

rrr

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇ .                                    (П1.28) 

Рис. П1.5 
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С формальной точки зрения это – вектор, компонентами которого явля-

ются символы производных. Применяя этот оператор к скалярной функции  

φ(х.у.z), по  правилу умножения скаляра на вектор получим  выражение 

gradφ(x,y,z).              ϕϕϕϕϕ grad
z

z
y

y
x

x =
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇ 000 rrr

 

Легко также показать, что скалярное произведение наблы на вектор дает 

дивергенцию вектора, а их векторное произведение – ротор вектора. 

arotaadiva
rrrr =∇=∇    ,)(     (П1.29) 

Оператор ∇, обладая формально свойствами вектора и одновременно 

свойствами дифференциального оператора,  позволяет вычислять некоторые-

сложные выражения векторного анализа. Например, 

[ ][ ] aadivgradaaaarotrot
rrrrrr 2)()()( ∇−=∇∇−∇⋅∇=∇∇=  (П130).  

Здесь использовано правило раскрытия двойного векторного произве-

дения (П1.7). Появившийся при этом преобразовании оператор ∇2 называется 

оператором Лапласа и играет важную роль в электродинамике и вообще фи-

зике. Применительно к скалярной функции координат он выражается следую-

щим образом 

2

2

2

2

2

2
2 ),,(

zyx
zyx

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇ ϕϕϕϕ      (П1.31) 

Применительно к вектору, заданному в прямоугольной системе коорди-

нат он применяется к каждой проекции вектора, как к скаляру 

),,(),,(),,(),,( 2020202 zyxazzyxayzyxaxzyxa zyx ∇+∇+∇=∇ rrrr
 (П1.32) 

При использовании оператора набла необходимо иметь в виду: 

1) Оператор аналогичный оператору ∇ не может быть введен в цилинд-

рической или сферической системах координат. в этом нетрудно убедиться, ес-

ли ввести его так, чтобы ϕϕ grad=∇ . Но тогда adiva
rr ≠∇ )(  и [ ] arota

rr ≠∇ . 

2) Как отмечалось выше такие характеристики скалярных и векторных 

полей, как градиент, дивергенция и ротор являются инвариантными к выбору 

системы координат и поэтому соотношения, полученные с помощью оператора 
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∇ в прямоугольной системе остаются справедливыми и в другой, но записан-

ные через ротор, дивергенцию и градиент, т. е. без оператора ∇. 

3)Оператор Лапласа (иногда он обозначается символом ∆) в криволи-

нейных координатах применительно к скалярным функциям определяется как 

)(2 ϕϕ graddiv=∇ ,     (П1.33) 

а к векторным  - из соотношение (П1.30) 

arotrotagraddiva
rrr −=∇2     (П1.34) 

Оператор Лапласа в цилиндрической системе координат представляется 

в виде 

2

2
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2
2 11

zrr
r

rr ∂
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∂
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ϕϕϕϕ   (П1.35) 

 в сферической -  

2
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2 sin

1
sin
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11
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∂⋅

∂
∂⋅=∆

rrr
r

rr
 

 (П1.36) 

• Некоторые тождества векторного анализа. Приведем основные 

тождества векторного анализа. В их справедливости можно убедиться либо не-

посредственным вычислением, либо с помощью оператора набла. 

ϕϕϕ 2       ,0        ,0)( ∇≡≡≡ ) div(grad)rot(gradarotdiv  

[ ] adivgrada)adiv(arotagradarot
rrrrrr ϕϕϕϕϕϕ +⋅≡⋅+⋅≡    ,)(  

brotaarotb]badiv[aadivgradarotrot
rrrr

rrrrrrrr ⋅−⋅≡∇−=      ,)( 2   (П1.37) 

Векторные поля,  в которых 0=arot
r

 называются потенциальными. 

Если выполняется условие 0=adiv
r

 во всех точек внутри некоторой области, 

то поле в ней называется соленоидальным. Скалярные поля, удовлетворяю-

щие уравнению Лапласа, называются гармоническими.. 



 173

ПРИЛОЖЕНИЕ  2  
 

Метод разделения переменных в ЭЛЕКТРОСТАТИКЕ 
 

Два очень длинных электрода, изолированных друг от друга тонким сло-

ем диэлектрика, находятся под потенциалами   U1   и   U2.   Пространство между 

электродами частично заполне-

но средой – диэлектриком с ди-

электрической проницаемостью 

ε2 область II) ; для остальной 

среды (область I) диэлектриче-

ская проницаемость равна  ε1I=  

ε0.   Геометрия электродов пока-

зана на рисунке. Определить 

потенциал в любой точке внутри 

области, охватываемой электродами. 

Решение В задаче в пространстве между электродами заряды отсутствуют  (ρ= 

0),   поэтому для определения потенциала в любой точке используется уравне-

ние Лапласа   0=ϕ∆ .                                                             (П2.I) 

•  Так как по условию электроды бесконечны вдоль оси  z, то отыски-

ваемое поле не зависит от координаты  z , т.е.   0
z

∂ =
∂

. 

•  Так как пространство внутри электродов заполнено двумя средами 

- ε2 и ε0, то для решения уравнения (П2.I), разбиваем его на I и II области, в ко-

торых параметр среды    εi=const. 

•  Геометрия электродов определяет выбор прямоугольной системы 

координат для уравнения Лапласа,   для нашего случая 

      0
yx 2

2

2

2

=
∂

ϕ∂+
∂

ϕ∂ .                                                  (П2.2) 
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Уравнение (П2.2) дифференциальное второго порядка в частных произ-

водных решается методом разделения переменных, основные этапы которого 

следующие: 

1. Ищем решения в виде  )y(Y)x(X)y,x( =ϕ .       (П2.3) 

2.  Подставляем (П2.3) в (П2.2) и полученное выражение делим на 

(П2.3), тогда         0
y

Y

Y

1

x

X

X

1
2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂ . 

Каждое из слагаемых зависит от одной переменной  -    x    или   y,  и  при 

любых   x    и    y сумма  всегда равна 0. Это возможно в случае, когда каждое из 

слагаемых равно    const.   Пусть        

,
x

X

X

1 2
2

2

λ−=
∂
∂

  .
y

1 2
2

2

λ=
∂

Υ∂
Υ

                   (П2.4) 

3.  В выражениях   (П2.4можно перейти от частных производных к пол-

ным  

d

dx

2

2
2 0

Χ
Χ+ =λ ,    

d

dy

2

2
2 0

Υ
Υ− =λ .           (П2.5) 

Характеристическое уравнение для X в  (П2.5) 
p 2 2 0+ =λ

, откуда    p i= ± λ;                          

 а решение можно записать  в виде  

     xixi BeAeX λλ −+=   или     xsinBxcosA λ+λ=Χ λλ
.             (П2.6) 

Если  λ=0,   то     
d

dx

2

2 0
Χ

=  и решение Χ0 0 0= +A x B .                          (П2.7) 

Аналогично решается для Y в (П2.5). Характеристическое уравнение   

p2 2 0− =λ ,   p = ±λ,   

Тогда  Υ = + −C e D ey y
λ

λ
λ

λ    для всех   λ   кроме 0.     (П2.8) 

Для   λ=0,   
d Y

dy

2

2 0= , откуда   Y C y D0 0 0= + .                 (П2.9) 

4. Запишем решение уравнения (П2.2), подставив (П2.6÷П2.9), 

))(sincos())((),( 0000
yy eDeCxBxADyCBxAyx λ

λ
λ

λλλ λλϕ −+++++=               (П2.10) 
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5. В уравнение Лапласа не входят в явном виде диэлектрические посто-

янные   ε0   и   ε2, поэтому решения по форме в обеих областях должны быть 

идентичными. Однако постоянные    Aλ,   Bλ, Сλ и   Dλ    для каждой области 

должны быть свои. В самом деле, граничные условия для обеих областей раз-

ные, а постоянные как раз должны определяться, исходя из этих условий. Что-

бы различать выражение для   φ   в различных областях, наделим индексом   I   

потенциал и постоянные первой области, и индексом II –  величины, относя-

щиеся ко второй области.   Тогда 

×++++= )sincos())(( 00 xBxADyCBxA III
o

II
o

I
I λλϕ λλ )eDeC( yIyI λ−

λ
λ

λ + ;    (П2.11) 

×++++= )sincos())(( 0000 xBxADyCBxA IIIIIIIIIIII
II λλϕ λλ ).eDeC( yIIyII λ−

λ
λ

λ +     (П2.12) 

6.  Для того чтобы потенциал был полностью определен, необходимо вы-

полнить все условия теоремы единственности: 

•  ∆φ = 0   во всякой точке, не принадлежащей границе и не содер-

жащей сосредоточенных зарядов. Это условие выполнено; 

•  потенциал φ должен быть конечен, однозначен, непрерывен в лю-

бой межэлектродной точке; 

•  на поверхности металлических тел должно быть    φ = const; 

•  должны быть заданы либо потенциалы тел проводящих   φ1,   φ2,   

φ3 , либо заряды     q1,   q2,    q3 … 

Из перечисленных условий мы, кроме первого, полагаем заданными, но не 

использованными, называемыми граничными условиями. 

 

Область II Область I 

a) ϕ II IU=   при   x=0,  0<y<d1; (П2.13)                           a)  ϕ I IU=  при x=0,  d1<y<d;   

(П2.16) 

б) ϕ II IU=  при  y=0,   0<x<L;   (П2.14) б) ϕ I IU=  при x=L, d1<y<d;     

(П2.17) 

в) ϕ II IU=   при x=L, 0<y<d1. (П2.15) в) ϕ I IU=     при y=d,  0<x<L.  (П2.18) 
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Подставим в решение  (П2.12) граничные условия (П2.13÷ П2.15). 

Сначала на решение  (П2.12) налагаем граничное условие (П2.13),   получим 

        
yIIyIIIIIIIIII eDeCADyCBU λ

λ
λ

λλ
−+++= ()( 0001 . 

В этом уравнении правая часть есть функция от y, тогда как левая часть 

постоянная. Удовлетворить этому равенству можно, если положить: 

                  U B Do
II

o
II

1 =                                                                (*) 

)(0 00
yIIyIIIIIIII eDeCAyCB λ

λ
λ

λλ
−++=                                        (**) 

Чтобы уравнение (**) выполнялось, достаточно потребовать, чтобы каждое 

слагаемое равнялось 0. Если в дальнейшем окажется, что затребовано очень 

много и задача не решается, мы пересмотрим это требование. Поэтому 

,000 =yCB IIII                                                   (***) 

A C e D eII II y II y
λ λ

λ
λ

λ( ) .+ =− 0                                       (****) 

Из уравнения  (*)   и   (***)   следует, что 

0CII
0 =  .                                                           (П2.19) 

Из уравнения   (****)   имеем 2 выражения: 

либо                                         AII
λ = 0,             (П2.20а) 

либо                                  C e D eII y II y
λ

λ
λ

λ+ =− 0 .              (П2.20б) 

В (ПБ.20б) обе константы одновременно не могут быть равны 0, так как 

тогда обращается в 0 второе слагаемое в (ПБ.12). Остается принять, что                                      

AII
λ = 0.                                                                (П2.21) 

Найденные   A CII II
λ , 0    подставим в                        (П2.12), 

( )yIIyIIIIIIII
II eDeCxBxDAU λ

λ
λ

λλ λϕ −+++= sin001 .    (П2.22) 
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Определим, какие ограничения налагает на потенциал граничное условие 

(П2.14):                при   y = 0 ,  х - любом                     φII = U1.  

Используя это равенство, получим 

                ( )IIIIIIIIII DCxBxDAUU λλλ λ +++= sin0011  

или 

                      ( ) 0sin00 =++ IIIIIIIIII DCxBxDA λλλ λ . 

Для выполнения полученного соотношения достаточно потребовать 

   0,000 =+= IIIIIIII DCиDA λλ . 

Откуда следует, что        
IIIIII CDиD λλ −== ,00 .                            (П2.23) 

Потенциал (П2.22) с учетом  (П2.23) примет вид 

yshxbU II
II λλϕ λ ⋅+= sin1 ,                        (П2.24) 

где   b B CII II II
λ λ λ= 2 . 

Удовлетворим потенциал (П2.24) граничному условию (П2.15) 

yshLbUU λλλ ⋅+= sin11 , 

откуда                                       0sin =⋅ yshLb λλλ . 

Это равенство выполняется если bλ = 0, но это невозможно, так как при 

этом 1II U≡ϕ , что противоречит другим условиям, либо при  .0Lsin =λ    От-

сюда       λ πL n= ,  где ...3,2,1n = ; или     λ
π

=
n

L
.  

Постоянная величина λ имеет много значений, а это означает, что потен-

циал должен иметь сумму частных решений от 1 до  ∞. Выражение для   φII    

принимает теперь вид 

ϕ
π π

II n
II

n

U b
n

L
x sh

n

L
y= + ⋅

=

∞

∑1
1

sin .               (П2.25) 

Здесь нельзя сказать, что выражение для потенциала ϕ I  будет аналогич-

ным уравнению (П2.25), так как, хотя общая форма  решения для   φ   (П2.11) 

будет  подобна (П2.12), но граничные условия в этой области другие. Поэтому 
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(П2.11) следует удовлетворить граничным условиям (П2.16÷  П2.18). Продела-

ем соответствующие подстановки.  Условие (П2.16) подставлено в (П2.11)    

)()( 0
yIyIII

o
II

oI eDeCADyCB λ
λ

λ
λλϕ −+++= .   

Откуда   B D UI I
0 0 1= ;       0)(00 =++ − yIyIIII eDeCAyCB λ

λ
λ

λλ . 

Рассуждения аналогичные, вышеприведенным дают 

C I
0 0= ,    AI

λ = 0.                           (П2.26) 

Подставим (ПБ.26) в (ПБ.11), получим 

)(sin001
yIyIIII

I eDeCxBxDAU λ
λ

λ
λλ λϕ −+++= . 

Обозначая A D aI I I
0 0 0= ;   III bDB λλλ = ;   D B dI I I

λ λ λ= ,  получим решение 

1 1 0 sin .I I y I yU a x x b e d eλ λ
λ λϕ λ − = + + ⋅ +              (П2.27) 

Условие (П2.17) подставим в (П2.27) 

[ ].sin011
yIyII edebLLaUU λ

λ
λ

λλ −+++=  

Откуда следует       a I
0 0=   и   [ ] 0sin =+ − yIyI edebL λ

λ
λ

λλ . 

Это возможно только когда   sin λL=0 , а  λL=nπ, где n=0, 1, 2…∞. 

С учетом полученных соотношений 

ϕ
π π π

I n
I

n

L
y

n
I

n

L
y

n

U
n

L
x b e d e= + +










−

=

∞

∑1
1

sin .                      (П2.28) 

Условие (П2.18) дает  

U U
n

L
x b e d en

I
n

L
d

n
I

n

L
d

n
2 1

1

− = +










−

=

∞

∑sin .
π π π

             (П2.29) 

Как видно, ни одна из констант  bn
I ,    dn

I
   из этого выражения не опре-

деляется сразу. Оставим  пока (П2.29) в запасе. 

Хотя граничные условия на металлических поверхностях использованы 

полностью, часть констант осталась не определенной. Но осталось еще не ис-

пользованным требование теоремы единственности о том, что потенциал дол-
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жен быть непрерывной функцией координат. Используем условия, налагаемые 

на потенциал на границе 2-х диэлектриков. 

 ϕ ϕI II=   при   y=d1;   0 < x< L , 
nn

III

∂
∂ϕε

∂
∂ϕε 12 =  при   y=d1, 0 < x< L,    (П2.30)                         

причем в данном случае 00 yn
rr =  - производная по нормали к границе эквива-

лентна производной по y. Потенциалы   (П2.25)   и   (П2.28)   подчиняем усло-

виям  (П2.30). 

U b
n

L
x sh

n

L
dn

II

n
1 1

1

+ ⋅ =
=

∞

∑ sin
π π

U
n

L
x b e d en

I
n

L
d

n
I

n

L
d

n
1

1

1 1+ +










−

=

∞

∑sin
π π π

;   (П2.31a) 

∑
∞

=

−









−









1
2

11

sin
n

d
L

n
I
n

d
L

n
I
n edebx

L

n

L

n ππππε = 1
1

1 sin d
L

n
chx

L

n

L

n
b

n

II
n

πππε ∑
∞

=








.       (П2.31б) 

Каждая из сумм равенств (П2.30) и (П2.31) представляет собой ряд Фурье 

по функциям x
L

n
sin

π .   Равенства утверждают, что соответствующие ряды рав-

ны. Это возможно, когда равны коэффициенты при одинаковых функциях 

x
L

n
sin

π . Приравнивая эти коэффициенты, получаем систему алгебраических 

уравнений для  величин b b dn
I

n
II

n
I, , . 

b e d e b sh
n

L
dn

I
n

L
d

n
I

n

L
d

n
II

π π π1 1

1+ =
−

;                                     (П2.32) 

121

11

d
L

n
chbedeb II

n

d
L

n
I
n

d
L

n
I
n

πεε
ππ

=







−

−
.                       (П2.33) 

Если в (П2.32), (П2.33) зафиксировать какое-либо n, то получим систему 

двух уравнений с тремя неизвестными b b dn
I

n
II

n
I, , . Одного уравнения не хватает. 

Для получения этого уравнения следует использовать (П2.29), удовлетворив 

условиям на границе 

       12
1

sin UUedebx
L

n

n

d
L

n
I
n

d
L

n
I
n −=








+∑

∞

=

−
πππ

,  при   0<x<L; y=d.         (П2.29а) 

Для определения констант, стоящих под знаком суммы, следует восполь-

зоваться свойством ортогональности функций   x
L

n
sin

π . 
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∫






=

≠
=π⋅πL

0
kn,

2

L
kn,0

dxx
L
k

sinx
L
n

sin
K

K

 

Помножим (П2.29а) на   x
L

kπ
sin    и проинтегрируем по   x.   Тогда для 

правой части уравнения получим интеграл 

        ( ) ( )2 1
2 1

0

2
sin

0

L L
при k нечетнU Uk x

U U dx k
при k четнL

π
π

 −− = 


∫  

Слева получается сумма интегралов, однако все слагаемые этой суммы 

равны нулю при n k≠    в силу ортогональности функций. Отлично от нуля 

лишь слагаемое, когда n k= , равное   [ ]
2

L
edeb

d
L

k
I
k

d
L

k
I
k ⋅+

− ππ

. 

В результате, из уравнения (ПБ.29а)  получаем соотношения 

( )b e d e
n

U Un
I

n

L
d

n
I

n

L
d

π π

π
+ = −

− 4
2 1      при    n = 135, , ...        (П2.34) 

и                 b e d en
I

n

L
d

n
I

n

L
d

π π

+ =
−

0 .                       при  n = 2 4 6, , . 

Уравнения  (П2.32) ,  (П2.33)   и   (П2.34) – есть  системы  трех уравнений 

для определения трех неизвестных.  

                      b e d e b sh
n

L
dn

I
n

L
d

n
I

n

L
d

n
II

π π π1 1

1 0+ − =
−

;     

                      01211

11 =−−
−

d
L

n
chbedeb II

n

d
L

n
I
n

d
L

n
I
n

πεεε
ππ

; 

   ( )b e d e
n

U Un
I

n

L
d

n
I

n

L
d

π π

π
1 1 4

2 1+ = −
−

. 

Составляем определитель и решаем 
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1 1

1 1

1 1

1

1 1 2 1

0

n n
d d

L L

n n
d d

L L

n n
d d

L L

n
e e sh d

L

n
e e ch d

L

e e

π π

π π

π π

π

πε ε ε

−

−

−

−

∆ = − − ⋅
=                         (П2.35) 

= ( ) ( )




 −+⋅−⋅− 1111122 dd
L
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L

n
shd
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n
chdd

L

n
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πεππε ; 

( ) 




 +⋅−−=∆
−

1112121

14
d

L

n
shd

L

n
cheUU

n

d
L

n πεπε
π

π

; 

( ) 




 −⋅−=∆ 1112122

14
d

L

n
shd

L

n
cheUU

n

d
L

n πεπε
π

π

; 

( )12
1

3

8
UU

n
−−=∆

π
ε

,                       откуда 

( ) ( )111112

111212

1

)(2

dd
L

n
chd

L

n
shd

L

n
chdd
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n
shn

d
L
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shd
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n
cheUU

b

d
L

n
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 +⋅−
=

−

ππεππεπ

πεπε
π

;           (П2.36) 

( ) ( )111112

111212

1

)(2

dd
L

n
chd

L

n
shd

L

n
chdd

L

n
shn

d
L

n
shd

L

n
cheUU

d

d
L

n

I
n

−+−






 −⋅−−
= ππεππεπ

πεπε
π

;              (П2.37) 

( ) ( )111112

121 )(4

dd
L

n
chd

L

n
d

L

n
chdd

L

n
shn

UU
b II

n

−+−

−
= ππεππεπ

ε .                       (П2.38) 

Выражение для потенциала в каждой из сред с учетом (П2.36), (П2.37), 

(П2.38) можно записать в виде: 

а) для (П2.28) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

4 ( (
2 12 1 1 1 1 1

sin(
1

1,3,5... ( (
2 11 1 1 1

) )

)

) )

n n n n
U U ch d sh y d sh d ch y d

nL L L LU x
I n n n n Ln n ch d sh d d sh d ch d d

L L L L

π π π π
ε ε

π
ϕ

π π π π
π ε ε

− ⋅ − + −∞
∑= +

= ⋅ ⋅ − + −
       (П2.39) 

              в области        d1<y<d                                                         
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( )
( ) ( )( (

2 11 1 1 1
) )

4 ( )
2 1 1 sin( )

1
1,3,5... n n n n

n ch d sh d d sh d ch d d
L L L L

n
U U sh y nLU x

II Ln π π π π
π ε ε

πε πϕ
⋅ ⋅ − + −

−∞
= + ∑

=
  (П2.40) 

               в области         0<y< d1                                     

Можно проверить правильность решения, приравняв 111 ϕϕ = при y=d1. Как 

видим равенство имеет место, граничное условие выполнено. 

Частным случаем этого решения  является решение для  однородного ди-

электрика ( εεε == 21 ) и d =d1. Для этого случая получаем 
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ϕ

π

π π
π

II
U

U U sh
n

L
y

n sh
n

L
d

n

L
x

n
= +

−

⋅=

∞
∑1

4
2 1

1 3 5
sin

, , ...
.                   (П2.41) 

Используя выражение  (П2.41), можно найти распределение потенциала в 

плоском конденсаторе. Для этого представим, что   L → ∞ .    

Тогда  

n n
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и, следовательно, 
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,  n = 135, , ... , 

Граничные  условия, очевидно, выполняются: 

     при у=0      11ϕ =U1;         при у=d 1     1
...5,3,1

sin
4

)(
1 12 ∑

∞

=
−+=

n
x

L

n

n
UUU

II
π

π
ϕ ,  

 а так как  сумма при n ∞→  стремится к 1, то ϕ II U= 2 .  

     В результате получается формула, позволяющая построить распределение 

потенциала в плоском конденсаторе при заданных потенциалах U1,U2 на элек-

тродах:    

               ϕ II U
y

d
U U= + −1

1
2 1( ) .                                                            (П2.42) 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

 При изучении курса наряду с овладением студентами теоретическими 

положениями уделяется внимание приобретению практических навыков, с тем, чтобы они 

смогли успешно применять их в своей последующей работе. 

 Цель изучения дисциплины " Теория электрических цепей " являются физические 

процессы, происходящие в электрических цепях, и их математические модели, 

описываемые с помощью конечного числа взаимосвязанных алгебраических, 

дифференциальных или интегральных уравнений. 

 В результате освоения данной дисциплины формируются следующие компетенции 

у обучающегося: 

ОПК-2: Способен самостоятельно проводить  экспериментальные исследования и 

использовать основные приемы обработки и представления полеченных результатов. 

 Изучив данный курс, студент должен: 

 Знать: физические процессы, происходящие в электротехнических цепях, и их 

математические модели, описываемые с помощью конечного числа взаимосвязанных 

алгебраических, дифференциальных, интегральных уравнений.   

 Уметь: составлять и решать уравнения электрического равновесия цепи различной  

сложности, а также определять и анализировать системные функции и временные 

характеристики линейных цепей.  

 Владеть: методами расчёта электрических цепей, а также методами анализа по 

временным и частотным характеристикам установившихся и переходных процессов в них. 

 Реализация компетентностного подхода предусматривает широкое использование в 

учебном процессе активных и интерактивных форм проведения занятий (разбор 

конкретных ситуаций, собеседование) в сочетании с внеаудиторной работой с целью 

формирования и развития профессиональных навыков у обучающихся. 

Лекционный курс является базой для последующего получения обучающимися 

практических навыков, которые приобретаются на практических занятиях, проводимых в 

активных формах: деловые игры; ситуационные семинары. Методика проведения 

практических занятий и их содержание продиктованы стремлением как можно 

эффективнее развивать у студентов мышление и интуицию, необходимые современному 

специалисту. Активные формы семинаров открывают большие возможности для проверки 

усвоения теоретического и практического материала. 
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Практическое занятие 1  Сигналы и их основные характеристики 

 
 

Цель занятия: Приобретение о передачи сообщений на расстояние. 
Вопросы для обсуждения. 

1 Классификация сигналов. 

2 Гармоническое колебание и его параметры. 

3 Импульсные сигналы и их параметры. 

4 Спектральное представление периодических 

сигналов. 
Задание.  

Изучить основные группы сигналов. 

 

Практическое занятие 2 Основные понятия и законы электрических цепей 

 
Цель занятия: Изучение электрических цепей. 

 

Вопросы для обсуждения 

1. Элементы электрических цепей. 

2. Источник напряжения и источник тока. 

3. Топологические элементы схемы: ветви, узлы, контуры. 

4. Распределение потенциала вдоль участка ветви. Потенциальная диаграмма. 

Задание. 

Составление баланса мощностей. 

 

Практическое занятие 3 Линейные электрические цепи при гармоническом 

воздействии 

Цель занятия: преобразование схем электрических цепей. 

Вопросы для обсуждения 

1. Последовательное. параллельное и смешанное соединения. 

2. Преобразование пассивного треугольника в эквивалентную пассивную звезду. 

3. Преобразование пассивной звезды в эквивалентный пассивный треугольник. 

4. Преобразование активного треугольника в эквивалентную активную звезду. 

5. Преобразование схем с двумя узлами. 

 
Задание 1 

Произвести преобразования схемы согласно выданного варианта. 
 

Практическое занятие 4  Методы расчета электрической цепи 
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Цель занятия заключается в ознакомлении и практическом применении методов 

расчета электрической цепи. 

Вопросы для обсуждения 

1. Метод наложения (суперпозиции). 

2. Метод контурных токов. 

3. Метод узловых напряжений. Метод двух узлов. 

4. Метод пропорционального пересчета. 

 

Задание 1 

Произвести расчет электрической цепи согласно выданного варианта. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Цель методических указаний – оказать помощь студентам в освоении курса 

«Теория электрических цепей». 

Данные методические указания направлены на систематизированное и логически 

последовательное изучение теоретических вопросов, связанных с проектной 

деятельностью, с последующим закреплением материала при выполнении практических 

работ, подготовки рефератов, докладов, презентаций. 

Перед началом курса целесообразно ознакомиться со структурой дисциплины на 

основании программы, а также с последовательностью изучения тем и их объемом. С 

целью оптимальной самоорганизации необходимо сопоставить эту информацию с 

графиком занятий и выявить наиболее затратные по времени и объему темы, чтобы 

заранее определить для себя периоды объемных заданий. 

 

 

1. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 

Цель освоения дисциплины - отработка навыков научно-исследовательской, 

аналитической и проектной работы. 

В результате освоения данной дисциплины формируются следующие компетенции 

у обучающегося: 

ОПК-2: Способен самостоятельно проводить  экспериментальные исследования и 

использовать основные приемы обработки и представления полеченных результатов. 

Самостоятельная работа по дисциплине «Теория электрических цепей» 

выполняется с целью получения и закрепления знаний, приобретенных при изучении 

теоретического материала. 

 

2. КОНТРОЛЬНЫЕ ТОЧКИ И ВИДЫ ОТЧЕТНОСТИ ПО НИМ 

Контроль качества и сроков изучение тем лекций выполняется в соответствии с 

учебным графиком. Оформляется в виде конспектирования текста.  

Контроль качества и сроков выполнения практических заданий осуществляется в 

соответствии с учебным графиком. Оформляется в соответствии с заданием. 

Контроль качества сдачи доклада осуществляется в соответствии с учебным 

графиком. Оформляется в соответствии с заданием. 

Успеваемость студентов оценивается в ходе текущего контроля и промежуточной 

аттестации.  

 

3. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ИЗУЧЕНИЮ ТЕОРЕТИЧЕСКОГО 

МАТЕРИАЛА 

Изучение любого раздела или темы следует начинать с ознакомления с вопросами 

плана изучения темы. Теоретический материал представляет собой конспект лекций, 

содержащий необходимый набор утверждений и формул (без детальных подробностей), 

но с подробным обоснованием их использования при решении конкретных задач. При 

изучении материала необходимо помимо лекционных материалов использовать 

рекомендуемую основную и дополнительную литературу для лучшего усвоения 

материала. 

Осваивать теорию следует в соответствии с той последовательностью, которая 

представлена в плане лекции. Методика работы с литературой предусматривает ведение 

записи прочитанного в виде плана - конспекта, опорного конспекта. Это позволит сделать 

знания системными, зафиксировать и закрепить их в памяти. 

Для успешного освоения дисциплины, необходимо самостоятельно детально 

изучить представленные темы по рекомендуемым источникам информации. При 
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подготовке к занятиям следует руководствоваться указаниями и рекомендациями 

преподавателя, использовать основную литературу из представленного им списка. Для 

наиболее глубокого освоения дисциплины рекомендуется изучать литературу, 

обозначенную как «дополнительная» в представленном списке в РПД.  

Вопросы для подготовки к устному опросу  текущего контроля (Блок 1) 

1. Электрическая цепь. Элементы электрической цепи. 

2. Электрические схемы замещения физических устройств 

3. идеализированными элементами цепи. 

4. Схема электрической цепи. Граф цепи. 

5. Основные законы электрических цепей. 

6. Применение законов Кирхгофа для расчета сложных цепей. 

7. Метод контурных токов. 

8. Метод наложения. 

9. Метод узловых напряжений. 

10. Метод эквивалентного генератора. 

11. Гармонические колебания. Среднее и действующее (эффективное) значения 

гармонической функции 

12. Представление гармонических функций с помощью комплексных величин 

13. Гармонический ток в элементах электрической цепи 

14. Гармонический ток с последовательным соединением RL. Гармонический ток с 

параллельным соединением RLC 

15. Мгновенная мощность. Активная мощность. Реактивная мощность. Полная мощность 

16. Условие передачи максимума средней мощности от генератора к нагрузке. 

Коэффициент полезного действия. 

17. Последовательный колебательный контур. Резонанс напряжений. Энергетические 

соотношения в колебательном контуре. 

18. Частотные характеристики последовательного колебательного контура. 

19. Входные частотные характеристики последовательного контура. 

20. Полоса пропускания последовательного контура. 

 Вопросы для подготовки к устному опросу  текущего контроля (Блок 2) 

21. Передаточные функции последовательного контура 

22. Влияние сопротивления генератора и нагрузки на избирательность 

23. последовательного колебательного контура. 

24. Входные частотные характеристики параллельного 

25. колебательного контура 

26. Передаточные функции параллельного колебательного контура 

27. Частотная зависимость токов в ветвях параллельного контура 

28. Влияние внутреннего сопротивления генератора и нагрузки на 

29. избирательность параллельного контура 

30. Контур с неполным включением индуктивности 

31. Контур с неполным включением емкости 

32. Виды связи. 

33. Коэффициент связи. 

34. Соотношения между токами в связанных контурах. 

35. Векторные диаграммы связанных контуров. 

36. Первый частный резонанс. 

37. Первый сложный резонанс. 

38. Второй частный резонанс. 

39. Второй сложный резонанс 

40. Полный резонанс. 

41. Энергетические соотношения в двухконтурной системе. 

42. Полоса пропускания связанных контуров. 
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43. Коэффициент передачи связанных контуров. 

44. Определение четырехполюсника. 

45. Классификация четырехполюсников. 

46. Системы уравнений четырехполюсника. 

47. Входное сопротивление четырехполюсника. 

48. Рабочее и вносимое затухание четырехполюсника. 

49. Передаточные функции четырехполюсника. 

50. Эквивалентные схемы пассивных линейных четырехполюсников. 

 Критерии оценки устного опроса 

Полнота ответа на поставленный вопрос, умение использовать термины, приводить 

примеры, делать выводы. 

За каждый блок в сумме обучающийся должен получить 25 баллов, из них 5 – за 

посещение занятий,  5 - Выполнение дополнительных заданий (доклад, статья, 

презентация ), 10 – за выполнение тестовых заданий, 5 – за защиту лабораторных работ 

Критерии получения оценки:  

- результат, содержащий полный правильный ответ – максимальное количество 

баллов; 

- результат, содержащий неполный правильный ответ (степень полноты 

ответа – более 60%) или ответ, содержащий незначительные неточности– 75% от 

максимального количества баллов; 

результат, содержащий неполный правильный ответ (степень полноты ответа – от 

30 до 60%) или ответ, содержащий  значительные неточности -40 % от максимального 

количества баллов; 

- результат, содержащий неполный правильный ответ (степень полноты ответа – 

менее 30%), неправильный ответ (ответ не по существу задания) или отсутствие ответа – 0 

% от максимального количества баллов. 

 

4. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ К ПРАКТИЧЕСКИМ 

ЗАНЯТИЯМ 

Процесс подготовки к практическим (семинарским) занятиям включает изучение 

нормативных документов, обязательной и дополнительной литературы по 

рассматриваемому вопросу. 

Непосредственное проведение практического (семинарского) занятия 

предполагает: 

 - индивидуальные выступления студентов с сообщениями по какому-либо вопросу 

изучаемой темы; 

- фронтальное обсуждение рассматриваемой проблемы, обобщения и выводы; 

- решение задач и упражнений по образцу; 

 - решение вариантных задач и упражнений; 

 - решение ситуационных производственных (профессиональных) задач; 

 - проектирование и моделирование разных видов и компонентов 

профессиональной деятельности. 

Процесс подготовки к практическим (семинарским) занятиям включает изучение 

нормативных документов, обязательной и дополнительной литературы по 

рассматриваемому вопросу. 

 

5. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ ДОКЛАДА 

 К самостоятельной работе относится написание и защита доклада в семестре. 

Подготовка доклада по дисциплине «Общая электротехника» - один из основных этапов 

учебного процесса в обучении студентов, которым необходимо приобрести навыки 

самостоятельного исследования и представления его результатов. Тема выбирается 

студентом самостоятельно по согласованию с преподавателем. 
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Примерные темы доклада: 

1. Схемы замещения четырехполюсника. 

2. Каскадное соединение четырехполюсников. 

3. Последовательное соединение четырехполюсников. 

4. Параллельное соединение четырехполюсников 

5. Последовательно-параллельное соединение четырехполюсников. 

6. Параллельно-последовательное соединение четырехполюсников. 

7. Мостовой четырехполюсник. ОГЛАВЛЕНИЕ 

8. Законы коммутации и начальные условия. 

9. Принужденный и свободный режим. 

10. Переходные процессы в RL-цепи. 

11. Включение в RL-цепь постоянного напряжения. 

12. Короткое замыкание RL-цепи. 

13. Включение в RL-цепь гармонического напряжения. 

14. Включение в RC-цепь постоянного напряжения. 

15. Разряд емкости на сопротивление 

16. Включение в RC-цепь гармонического напряжения. 

17. Включение в RLC-цепь постоянного напряжения. 

18. Включение в цепь RLC гармонического напряжения. 

19. Общая схема применения классического метода. 

20. Примеры применения классического метода 

 

В результате подготовки доклада студент может выступать на конференциях и 

семинарах по этому вопросу. 

Общие рекомендации по подготовке доклада 

Доклад должен включать в себя введение, основную часть и заключение. 

Во введении необходимо отразить обоснование актуальности выбранной темы, 

краткое описание текущего состояния проблемы. В нем студент должен указать цель и 

задачи работы, объект исследования, элементы новизны, введенные в процессе написания 

работы. Необходимо перечислить проблемы, которые должны быть решены в рамках 

выбранной темы. 

Основная часть доклада должна содержать вопросы, предусмотренные в плане 

работы. В ней необходимо отразить теоретические основы, раскрывающие суть проблемы, 

проанализировать собранные материалы, характеризующие практическую сторону 

объекта исследования. Этот раздел может содержать рабочие таблицы, диаграммы 

(диаграммы и другие материалы. 

В заключение необходимо отразить выводы и предложения, полученные в 

результате предыдущей работы. Они должны быть сформулированы четко и точки. 

Список литературы включает в алфавитном порядке список современных законов и 

нормативных актов, соответствующей научной литературы, научных работ, 

статистических сборников и других источников, выпущенных не ранее пяти лет. 

Оформление доклада и порядок защиты 

Объем работы – 4-7 страниц пронумерованного компьютерного текста, шрифт, 14, 

интервал 1,5, поля стандартные. Иллюстрации, фотографии, рисунки, графики, которые 

появляются на тексте, должны быть пронумерованы.  

Выполненный доклад проверяется преподавателем. Если доклад оформлен 

согласно предъявляемым требованиям, то работа допускается к защите, о чем 

преподавателем делаются записи на титульном листе работы. Если доклад имеет 

отрицательный отзыв, то документ возвращается на доработку с последующим 

представлением о его повторном рассмотрении. 

Требуемый уровень оригинальности не менее 50%. 
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Доклады могут сопровождаться презентацией, отражающей основные моменты 

выполненного исследования.  

 

 

Критерии оценки доклада 

 

Критерий 

оценки реферата 

Показатель Максимальное 

количество баллов 

1.Степень раскрытия 

сущности проблемы 

- соответствие содержания теме реферата; 

- полнота и глубина раскрытия основных 

понятий проблемы; 

- умение работать с литературой, 

систематизировать и структурировать 

материал; 

- умение обобщать, сопоставлять 

различные точки зрения по 

рассматриваемому вопросу; 

- аргументировать основные положения и 

выводы; 

- умение четко и обоснованно 

формулировать выводы; 

- самостоятельность, способность к 

определению собственной позиции по 

проблеме и к практической адаптации 

материала 

1 

1 

 

1 

 

1 

 

1 

 

1 

 

2 

2.Соблюдение 

требований по 

оформлению 

- правильность и аккуратность оформления 

реферата  

-точность в цитировании и указании 

источника текстового фрагмента,  

- соблюдение требований к объему и 

структуре реферата; 

- грамотность и культура изложения 

1 

 

1 

 

1 

 

1 

3.Уровень защиты 

реферата 

- доклад структурирован, раскрывает тему 

- даны правильные, аргументированные 

ответы на уточняющие вопросы 

- слайды представлены в логической 

последовательности и оформление 

презентации; 

- количество слайдов не более 10 

1 

2 

 

1 

 

1 

Максимальное количество баллов                                                    17 

 
Для подготовки презентации к защите реферата, обучающемуся необходимо 

использовать PowerPoint. Количество слайдов презентации к защите реферата – не более 

10. 

Максимальное количество баллов, которое обучающийся может получить за 

подготовку реферата и презентации к нему составляет 17 баллов. Баллы учитываются в 

процессе проведения текущего контроля. 

17 баллов – оценка «отлично»; 

12-16 баллов – оценка «хорошо»; 

8-11 баллов – оценка «удовлетворительно» 

Менее 8 баллов – оценка «неудовлетворительно». 
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6. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ К ТЕСТИРОВАНИЮ 

Успешное выполнение тестовых заданий является необходимым условием 

итоговой положительной оценки в соответствии с рейтинговой системой обучения. 

Выполнение тестовых заданий предоставляет студентам возможность самостоятельно 

контролировать уровень своих знаний, обнаруживать пробелы в знаниях и принимать 

меры по их ликвидации. Форма изложения тестовых заданий позволяет закрепить и 

восстановить в памяти пройденный материал. Тестовые задания охватывают основные 

вопросы по дисциплине «Основы теории цепей».  

У студента есть возможность выбора правильного ответа или нескольких 

правильных ответов из числа предложенных вариантов. Для выполнения тестовых 

заданий студенты должны изучить лекционный материал по теме, соответствующие 

разделы учебников, учебных пособий и других источников. 

Контрольный тест выполняется студентами самостоятельно во время семинарских 

занятий. 

Пример тестового задания 

Выберите один или несколько правильных ответов:  

1. Основные элементы электрической цепи:  

а) сопротивление;  

б) емкость;  

в) источник питания;  

г) телефон 

 

Критерии оценивания компетенций  

Оценка «отлично» выставляется студенту, если количество правильных ответов 

на тестовые задания превышает 90 %. 

Оценка «хорошо» выставляется студенту, если количество правильных ответов на 

тестовые задания превышает 70 %). 

Оценка «удовлетворительно» выставляется студенту, если количество 

правильных ответов на тестовые задания превышает 50 %). 

Оценка «неудовлетворительно» выставляется студенту, если количество 

правильных ответов на тестовые задания составляет менее 50 %, либо ответы 

заимствованы. 

Оформление ответов на тесты 

Ответы на тесты оформляются на студентом на отдельном листе самостоятельно. 

В правом углу проставляется ФИО и группа, далее следует номер теста и выбранный 

вариант ответа.  

 

7. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ КОНТРОЛЬНОЙ 

РАБОТЫ 

 Контрольная работа, как одна из форм оценки уровня подготовки студентов, 

ставит своей целью закрепление теоретических знаний, полученных студентами в 

процессе изучения данной дисциплины, и приобретение ими навыков практического 

анализа особенностей функционирования организаций в современных условиях. 

Выполнение контрольной работы способствует приобретению студентами 

навыков самостоятельной работы с первоисточниками, учебной, научной и специальной 

литературой, умений выделять в них главное, анализировать, обобщать, логично излагать 

изученный материал. 

Целью написания контрольной работы является создание у студента целостного 

впечатления о профессиональной деятельности, что способствует выработке у студентов 

умения ориентироваться в законодательстве и самостоятельно принимать решения по 

практическим ситуациям; закрепить знания, полученные в результате самостоятельной 

работы над учебным материалом. 
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К выполнению контрольной работы студенты приступают только после усвоения 

всех тем программы. Контрольная работа является отчетом о самостоятельной работе 

студента. 

Контрольная работа представляет собой сквозное занятие по основным темам 

курса по вариантам и включает в себя следующие разделы: 

1. Основные понятия теории цепей 

2. Частотно- избирательные (резонансные)цепи 

3. Переходные процессы в электрических цепях 

4. Основы теории четырехполюсников 

5. Анализ различных типов цепей 

 

 

 

Оформление контрольной работы и порядок защиты 

Контрольная работа должна иметь титульный лист, план работы, непосредственно 

текст (условие задач и решение).  

Контрольная работа должна быть аккуратно оформлена(формат А4, 

машинописный текст, размер левого поля 20 мм, правого – 10 мм, верхнего – 20 мм, 

нижнего – 20 мм, отступ красной строки 1,5, межстрочный интервал 1,5, шрифт 14, 

TimesNewRoman), иметь нумерацию страниц и список использованных источников, в 

котором указываются все использованные литературные источники, расположенные в 

алфавитном порядке и пронумерованные. 

Контрольная работа представляется на проверку преподавателю, далее 

осуществляется защита в виде собеседования. 

Критерии оценивания контрольной работы 

Уровень качества письменной контрольной работы студента определяется с 

использованием следующей системы оценок: 

Таблица 6 - Критерии оценки контрольной работы 

Критерии оценки Максимальное  

количество баллов  

  

выполнение заданий 

1 

2 

3 

4 

5 

6  

 

3 

3 

3 

3 

3 

2 

Максимальное количество баллов 17 

 

По результатам устного опроса по контрольной работе обучающемуся 

выставляется оценка «зачтено», или «не зачтено». 

Оценка «зачтено» выставляется обучающемуся, если:  

- обучающийся знает и воспроизводит основные положения дисциплины в 

соответствии с заданием, применяет их для выполнения типового задания, в котором 

очевиден способ решения;  

- обучающийся демонстрирует базовые знания, умения и навыки, примененные 

при выполнении заданий контрольной работы; 

- у обучающегося не имеется затруднений в использовании научно-понятийного 

аппарата в терминологии курса, а если затруднения имеются, то они незначительные;  

- на дополнительные вопросы преподавателя обучающийся дал правильные или 

частично правильные ответы. 
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Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) сформированы на базовом уровне (уровень 

1) (см. табл.). 

Оценка «не зачтено» ставится обучающемуся, если:  

- обучающийся имеет представление о содержании дисциплины, но не знает 

основные положения (темы, раздела, закона и т.д.), к которому относится задание, не 

способен выполнить задание с очевидным решением, не владеет навыками в области 

изучаемой дисциплины; 

- обучающийся не демонстрирует базовые знания, умения и навыки, необходимые 

для выполнения заданий контрольной работы; 

- в процессе ответа по теоретическому и практическому материалу, 

содержащемуся в вопросах контрольной работы, допущены принципиальные ошибки при 

изложении материала. 

Компетенция(-и) или ее (их) часть(-и) не сформированы. 

  Контрольная работа, признанная не отвечающей предъявляемым требованиям, 

возвращается студенту для доработки, при этом указываются ее недостатки и даются 

рекомендации для их устранения. Студенту предлагается с учетом замечаний 

преподавателя вторично представить контрольную работу вместе с первой работой. 

 

8. МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ПОДГОТОВКЕ К ЭКЗАМЕНУ 

 

Экзамен является формой оценки качества освоения обучающимся 

образовательной программы по дисциплине. По результатам экзамена обучающемуся 

выставляется оценка «отлично», «хорошо», «удовлетворительно» или 

«неудовлетворительно». 

Оценка «отлично» (81-100 баллов) выставляется  обучающимся, если: 

- обучающийся набрал по текущему контролю необходимые и достаточные баллы 

для выставления оценки автоматом; 

- обучающийся знает и воспроизводит основные положения дисциплины в 

соответствии с заданием, применяет их для выполнения типового задания в котором нет 

явно указанных  способов решения; 

- обучающийся анализирует элементы, устанавливает связи между ними, сводит 

их в единую систему, способен выдвинуть идею, спроектировать решение; 

- ответ по теоретическому и практическому материалу, содержащемуся в 

вопросах экзаменационного билета, является полным и удовлетворяет требованиям 

программы дисциплины; 

- обучающийся продемонстрировал свободное владение концептуально – 

понятийным аппаратом, научным языком и терминологией дисциплины; 

- на дополнительные вопросы дал правильные ответы. 

Компетенция (и) или ее часть (и) сформированы на высоком уровне (уровень 3) 

(см. табл. 1). 

Оценка «хорошо» (61-80 баллов) выставляется  обучающимся, если: 

- обучающийся знает, понимает основные положения дисциплины, демонстрирует 

умение применять их для выполнения задания,  в котором нет явно указанных способов 

решения, анализирует элементы, устанавливает связь между ними; 

- ответ по теоретическому   материалу, содержащемуся в вопросах 

экзаменационного билета, является полным или частично полным и удовлетворяет 

требованиям программы, но не всегда дается точное, уверенное и аргументированное 

изложение материала; 

- на дополнительные вопросы дал правильные ответы. 

- обучающийся продемонстрировал свободное владение терминологией 

дисциплины. 

Компетенция (и) или ее часть (и) сформированы на среднем уровне . 
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Оценка «удовлетворительно» (41-60 баллов) выставляется  обучающимся, если: 

- обучающийся знает и воспроизводит основные положения дисциплины в 

соответствии с заданием,   применяет их для выполнения типового задания,  в котором 

очевиден способ решения; 

- обучающийся продемонстрировал базовые знания важнейших разделов 

дисциплины и содержания лекционного курса; 

- у обучающегося  имеются затруднения в использовании  понятийного аппарата в 

терминологии курса; 

- несмотря на недостаточность знаний, обучающийся имеет стремление логически 

четко построить ответ, что свидетельствует о возможности последующего обучения.; 

Компетенция (и) или ее часть (и) сформированы на базовом уровне.  

Оценка «неудовлетворительно»  (менее 41 балла) ставится обучающимся, если: 

- обучающийся имеет представление о содержании дисциплины, но не знает 

основные положения (темы, раздела, закона и т.д.), к которому относится задание, не 

способен выполнить задание с очевидным решением, не владеет методами применения  

знаний по организации охраны труда, охраны окружающей среды и безопасности в 

чрезвычайных ситуациях на объектах экономики - имеются существенные пробелы в 

знании основного материала по программе курса; 

- в процессе ответа по теоретическому и практическому материалу, 

содержащемуся в вопросах экзаменационного билета, допущены принципиальные ошибки 

при изложении материала; 

- имеются систематические пропуски обучающийся лекционных, практических и 

лабораторных занятий по неуважительным причинам; 

- во время текущего контроля обучающийся набрал недостаточные для допуска к 

экзамену баллы; 

- вовремя не подготовил отчет по практическим   работам, предусмотренным 

РПД. 

Компетенция(и) или ее часть (и) не сформированы. 
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